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Cap. IX — Programacdao Paramétrica - Exercicios

IX. Programac&o Linear Paramétrica

1. Admita que pretende parametrizar simultaneamente dois coeficientes da fungdo objectivo nas seguintes
condicbes:
e ¢, variarnointervalo[3, 11]

e c, variarnointervalo[2, 6]

o relacdo linear entre os dois coeficientes

Apresente 0s coeficientes parametrizados.
2. Considere o modelo de PL:
Max f(X) = (4 - 10t)x, + (8 - 4t)x,

S.a.
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3x1 + X, < 3-t

xl,xzzo

Recorra a PL Paramétrica para caracterizar as solu¢des 6ptimas no intervalo dete [0, +oo [ .

3. Considere o modelo de PL para optimizar a produgdo de dois bens (A e B) em quantidades x, e X,
Max f(X) = 6x, + 3x,
s.a.

2x1 + 4x

N
IA

720 horas de trabalho
< 880 kg de matéria-prima

+
~
=<
N
A

<
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160 (producdo méxima do bem “A”)
X, X, 2 0
Calcular e apresentar os cenarios de optimalidade variando as horas de trabalho de 240 a 1000.

4. Considere um problema de producéo de que se apresenta o quadro inicial do Simplex.

A avaliagdo dos niveis de producéo X;, X, , X5 associados respectivamente aos produtos A, B e C, € feita a luz

do lucro da venda. As variaveis F, , F, , F; estéo associadas as 12, 22 e 32 restri¢0es técnicas, respectivamente.

VB | X, X X FF, Fy | VSM
F, 2 3 4 1 0 0 60
F, 1 1 1 0 1 0 40
F, |2 3 0o 0o o 1| 50

) |4 5 6 0 0 0 0

Estudar a optimalidade da producéo considerando a variagédo do recurso R;(matéria prima) de 40 a 120

quilogramas.
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Cap. IX — Programacdao Paramétrica - Exercicios

5. Uma empresa tem vindo a optimizar a produgéo de dois bens (A e B), em quantidades , € x,, usando 0 modelo
de PL:
Max f(X) = 8x, + 24x,

S.a.

<
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10 horas de trabalho

N
<
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+
<
N
INA

10 relag&o entre producdes

X1

E possivel modificar as margens de lucro por troca de pessoal entre actividades associadas as produces de “A”
e “B". Assim, no bem “A” a margem de lucro pode ser aumentada de 8 até 18 u.m. reduzindo a margem de lucro
do produto “B” de valor igual ao dobro do aumento efectuado em “A”.

Apresentar os cenarios de optimalidade para a variagcdo das margens de lucro indicadas.

6. Considere um problema de producéo de que se apresenta o quadro inicial do Simplex.
A avaliagdo dos niveis de producéo X;, X, , X3 associados respectivamente aos produtos A, B e C, é feita a luz

do lucro da venda. As variaveis F, , F, , F; estéo associadas as 12, 22 e 32 restri¢Oes tecnicas, respectivamente.

VB X, X, Xq F F, Fs VSM
F 1 2 1 1 0 0 40 -1
F, 3 0 2 0 1 0 60 + 21
Fs 1 4 0 0 0 1 30- 7M1

fX) | 3+61r -2+2L  -5-5) 0 0 0 0

Recorra & PL Paramétrica para caracterizar as solugdes optimas no intervalo de Ae [0, +oo [ .
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Cap. IX — Programagéo Paramétrica - Solugdes dos Exercicios

1. Genericamente um coeficiente “c” parametrizado é da forma geral “c = o + Ad “que mais ndo é do que a

expresséo geral da recta definida por pontos (A , ¢), com declive “d” e ordenada na origem igual a “o.”:

C A

1

Considerando ¢, =% (considerados o = 0 e d=1) & necessario definir a expresséo de ¢, em ordem a “A™

¥

at Ad

w T
—_
—_

w T
—_
—_

Da figura conclui-se que:

{02:2 para A =3 {2:a+3d {dz
c,=a+ld = =

= C
c,=6 paral=11 6=a+1ld |a=

N
Il
N[~
+
(N1

Y

L
2
1
2

Os coeficientes parametrizados s&o pois:

c, =4

C,=3+34

A €[311]

C,= A

I !
3 11
1 7\‘ ]
3 11

c, =112+ 112(0)
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Inicia-se o calculo considerando t = 0 (extremo inferior do intervalo para estudo).

Vamos exemplificar em detalhe a analise do quadro Simplex Inicial:

VB X, X, F, F, [VvSM
F, 1 1 1 0 4
F, 2 1 0 1 ] 3-t
fiXt) | -4+10t -8+4t 0 0 0
Considerando t = 0 o quadro inicial é:
VB X, X, F, F, [VSM
F, 1 1 1 0 4
F, 2 1 1
f(X,) -4 -8 0

A deciséo sera a mudanca de base (entra x, por troca com F, ).

A informagao necessaria vai ser registada numa coluna de Observagdes por forma a que os termos em ordem a

‘1" sejam calculados para cada uma das bases.

VB X1 X2 F1 F2 VSM Obs.
Fy 1 1 1 0 4 t=0
F, 2 1 0 1 3-t ?é-tt=3;-gf;0t=-4;-8+4t=-8
fXt) | 4+10t -8+4t 0 0 0 ntrax,.salr,
X2 2 1 0 1 3-t [3-t=3;1+t=1;12+42t=12;
F, -1 0 1 A 1+1 8-4t=8
fXt) | 12+ 2t 0 0 8-4t|412-20t+24 12 Solugéo optima
X, 0
. X 3-t .
X, =|7?1= ; F(X]) =4t —20t + 24
F 1+
F, 0

Qual o limite superior de “t” que mantém a optimalidade desta base ?

As condicOes a observar para que a base mantenha a optimalidade permitem calcular aquele limite superior:

=t<2

3-t>0 [t<3
1+t>0 (|t>-1
12+2t>0(|t>-6
8—-4t>0 [t<2

Conclusao: Para valores até “t = 2" esta base mantém-se Optima.
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Cap. IX — Programagéo Paramétrica - Solugdes dos Exercicios

Analisando as condigbes impostas, verifica-se que s6 os termos em que “” tem coeficiente negativo é que

estabelecem limite superior para “t” pelo que bastaria ter feito:

3—-t>0 (t<3
=t<2
8-4t>0(t<2

para concluir que a base corrente permanece 6ptima até t = 2, ou seja:

X, 0

. | X 3-t .

X, == ; f(X])=4t* - 20t + 24 ;t €[0,2]
F 1+t
F, 0

Qual ¢ a utilidade desta conclus&o?
Conhecendo o sub intervalo de “t” onde a base corrente é 6ptima se necessitar saber qual é a solugao optima

para qualquer valor de “t” no sub intervalo a resposta € imediata. Por exemplo para t=1 temos:

X, 0 0

. | X 3-t 2 .

X =7 |= =| |; f(X",t=1)=4-20+24=8
F| [1+t] |2
F, 0 0

Retome-se o célculo em curso pois ainda ndo esta percorrido o intervalo proposto para “t".
Sabendo que o limite superior “t = 2" foi obtido com 8 — 4t = 0, este termo tem valor negativo para “t > 2" ou

seja, a base corrente deixa de ser optima pois F, fica com coeficiente negativo na equagéo de f(X).

Mudanga de base: Entra F2 : Sai X,

VB X X, F1 F2 VSM Obs.

F, 2 1 0 1 3-t t = 2 (limite inferior corrente)
F, 1 1 1 0 4 3-1=1;-4+10t=16;-8+ 4t=0
fX) | -4+ 10t -8+4t 0 0 22 Solugao dptima

Qual o intervalo de “t” onde se mantém a optimalidade desta base ?

Recorrendo apenas aos termos onde “t” tem coeficiente negativo temos para limite superior de”t”:
{3-t>0=>1<3

Conclusao: Para valores de “t” entre “2” e “3” (ambos inclusive) a solu¢do optima é:

X, 0
X 0
X:=| 2= - f(X;)=0:te[2,3
2 Fl 3_t ( 2) E[ ]
F, 4

Avangando no intervalo de “t” vemos que para “t > 3" o termo “3 —t” tem valor negativo e a base corrente deixa

de ser optima.
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Para efectuar mudancga de base é necessario recorrer ao método Dual-Simplex.

Sai da base a variavel F, (fica com valor negativo) mas ndo ha limite superior para a nova VB (n&o ha ratio

admissivel no problema Dual). Assim sendo conclui-se que o Dual é llimitado pelo que o problema Primal é
Vazio para “t > 3” pelo que esta concluido o estudo.
De facto para “t = 4", por exemplo, 0 modelo fica:

Max f(X) = - 36x, - 8x,

s.a.
X, + X, < 4
X, o+ X, < -1 (conjunto vazio)
X, %, 20

Relatério do Estudo feito:

t Xy X Fy F) f(X)
[0,2] 0 3-t 1+t 0 42 - 20t + 24
[2,3] 0 0 3-t 4 0

>3 N&o ha solucédo

E necessario parametrizar o termo independente da 12 restrigdo técnica (b,):
Vamos considerar b, = o+ dA em que “o” € “d” séo constantes.

Considerando oo =720 e d = 4 fica b, = 720 + 4. que é equagéo da recta de b,(A).
Para variar b, de 240 a 1000 horas & necessario variar “A" no seguinte intervalo:

= 1 e[-120,70]

b, =720+41=240= 1 =-120
b, =720+41=1000 = A =+70

O modelo de PL parametrizado é entéo:
Max f(X) = 6x, + 3x,

s.a.
2+ & < 720440
4x, + 4x, < 880
X, < 160
X, %, 20
re[-120, 70]

Tenha-se em atengdo que ao percorrer o intervalo de “b,” se surgirem situagdes de inadmissibilidade sera

necessario recorrer ao método Dual-Simplex.
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Cap. IX — Programagéo Paramétrica - Solugdes dos Exercicios

VB X, X, F, F, Fy VSM Obs.

F, 2 4 1 0 0 720 +4) | A =-120 (limite inferior corrente)
F) 4 4 0 1 0 880 720 + 4% =140 > 0

F, 1 0 0 0 1 160

) 5 3 0 0 0 0 Entrax, . Sai F,

X4 1 2 112 0 0 360 + 21 360 + 2L = 120> 0

F, 0 4 2 1 0 | -560-8% -560 - 81 = 400 > 0

Fy 0 -2 -2 0 1 -200 - 2. -200-21=40>0

X | o 9 3 0 0 [2160+ 12 1 Solugéo Optima

A admissibilidade desta solugdo mantém-se desde que se verifiquem as condi¢des seguintes:

-560-842>20(4<-70
-200-24>0|4<-100

= A1 <-100

Conclusao:

A 12 solugéo Optima mantém-se para “A” no intervalo [ -120 , -100 ].

Para “A” superior a “-100” 0 2° membro “-200 - 2A” fica negativo e a solu¢do deixa de ser admissivel para o
problema Primal mantendo-se admissivel para o problema Dual.

Aplicando o método Dual-Simplex para mudar de base ( sai F, ; entra x,) temos:

VB Xy Xy F1 F2 F3 VSM Obs.
X, 0 1 1/4 0 A2 100 + 2 A =-100 (limite inferior corrente)
100+ 1 =0
X, 1 0 0 0 1 160 -160-47»=2,40>0
22 Solugéo Optima
F, 0 0 -1 1 2 | -160- 41 Mantém-se até 2 = -40
Para A > - 40:
f(X) 0 0 3/4 0 912 1260+ 3A SaiF,; EntraF,
F, 0 0 1 R 2 160 + 40 A =-40 (limite inferior corrente)
160+ 41 =0
X, 0 1 0 1/4 R 60 32 Solugéo Optima
Mantém-se até A < + co
X, 1 0 0 0 1 160
f(X) 0 0 0 3/4 3 1140 Estudo terminado
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Solugdes Optimas

X, =360+2%;x,=0 X, =160 ;x,=100+ 2 x, =160 ; x, =60

f(X) = 2160 + 122, #(X) = 1260 + 31 f(X) =1140

1 1 1 |=}\,

-120 -100 -40 70

: : : > b, =720+ 4
240 320 560 1000

Na figura seguinte apresenta-se o gréfico com o andamento da producéo e do lucro:

‘r Produgé&o de “A” L l
160

140
120
100

80

Producéo de “B”
60 9

40

20

0 >
240 300 360 420 480 540 600 60 720 780 840 900 960 1000

b,

f(X) 4

1140 @
1120

1080
1040
1000
960
920
880
840
800
760

72040 300 360 420 480 540 600 610 720 780 840 900 960 10p0 " P

2120 -100 -ab 0
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Nas figuras seguintes veja a geometria do modelo nos limites dos sub intervalos calculados:

Optimo
f(X) = 720

O 10 20 30 40 50 60 70 S0 SO0 100110120 130140150 160 170 1860190200 X1
156 .
143 ] Optimo
130
117 ] f(X) = 960
104 ]
a1 ]
Ll : 20x1+ 4.0x2= 3200 ™
65 | N
52 S
| N
G B
13
g T T T T T 7T T T T T T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100110120 130 140 150 160 170 180190200 <!
| .
260 ] \\
247
234 ] ™
221] ™~
208 |
il Optimo
160 f(X) = 1140
156
143 ]
130
117 ] \\
104 ]
a1 ] : 20x1+ 40x2=S560.0
78 -
&5 -
52 ] S
39 | s
2% ] s
12
g T T T T T T T T T T T T T T T T

0 10 20 30 40 50 60 70 60 90 100110120 130 140150 160 170160190200  *1

Optimo
156
143 : 20x1+ 4.0x2=1000.0
130 ]
17 ]
104 ]
a1 ]
& -
65 -
52 ] N
39 ] s
2% ] .
12
B s e e e e e e B e B B m e e m B
=1

0O 10 20 30 40 50 &0 70 &0 90 100110120130 140 150 160 170 180 190 200
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Cap. IX — Programagéo Paramétrica - Solugdes dos Exercicios

E necessario parametrizar o termo independente da 12 restrigdo técnicas (b,):
Vamos considerar b, = o+ dA em que “a” e “d” séo constantes.
Considerando o. =60 e d = 1 fica b, =60 + A.

Para variar b, de 40 a 120 kg & necessario variar “A" no seguinte intervalo:

b =60+4=40= 1=-20
= 1e[-20,60]

b =60+1=120= 1=60

O quadro inicial do Simplex com o valor de R, parametrizado € o seguinte:

VB Xy X X3 F, F) Fs VSM
F, 2 3 4 1 0 0 60 + A
F, 1 1 1 0 1 0 40
Fy 2 3 0 0 0 1 50
f(X) -4 5 6 0 0 0 0
Calculo das solugdes 6ptimas, variando “A” no intervalo [ -20, 60 ] :
VB | X X, X, F, F, Fy VSM Observagdes
F, 2 3 4 1 0 0 60 + A A=-20
F, 1 1 1 0 1 0 40 60 +21=40>0
Rl 2 3 0 0 0 1 50 Enira X,
x) | 4 6 0 0 0 0 Sai F,
X3 112 3/4 1 1/4 0 0 15+ /4 15+1/4=10
Fo | 112 1/4 0 -1/4 1 0 25 - \/4 25- M4 =30
il 2 3 0o 0 0 50 Entra x,
f(X) -1 -1/2 0 32 0 0 90 +3/2 (1) Sai x,
X\ | 1 3 2 12 0 0 | 30+2 30+2i2=20>0
10-22=20>0
F, 0 112 -1 112 1 0 10 - A/2 -10-2.=10>0
18 Solugdo Optima
F, 0 0 -4 -1 0 1 -10-2 Mantém-se até A = -10
Para A > -10:
f(X) 0 1 2 2 0 0 120 + 22X Sai F, ; Entra x,
X3 0 0 1 1/4 0 -1/4 5/2 + \/4 A=-10
52+ \4=0
X 1 312 0 0 0 112 25 25/2 - M4 = ,15 >0
22 Solugéo Optima
F, 0 -1/2 0 -1/4 1 -1/4 25/2 - M4 Mantém-se até A = 50
Para A > 50:
f(X) 0 1 0 312 0 12| 115+ 3/2(%) SaiF,;EntraF,
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VB X, X, Xq F, F, F, VSM Observagdes
Fy 0 2 0 1 -4 0 50 + 2 A =50
50+A=0
X3 0 112 1 112 -1 0 -10+ A2 -10+2/2=15>0
50-12=25>0
X 1 112 0 -1/2 2 1 50 - A2 32 Soluggo Optima
Mantém-se até A = 100
f(X) 0 0 0 1 2 0 140 + A Estudo terminado
Solugdes Optimas
X, = 30+ A2, X;=25;X,= Sf2+ M4, | X, =50-A/2; X, =-10 + M2;
X, =%, =0 x,=0 x,=0
f(X) =120 + 20 f(X) =115 + 3/2(A) f(X) =140 + A
I : | L 2
-20 10 50 60
I f } b, =60+ A
40 50 110 120
Na figura seguinte apresenta-se o grafico com o andamento da produgao e do lucro:
Unidardes
a0 .
Praducéo de "A"
25
20 .
15
10 Producan de"C"
g Froducéo de "B" N
a0 5 e0 70 80 80 100 10 1RO
Lucro 4
200
200 1904—1
150 4
100
100 4
a0 J
50
] T T T T T =60 +3
0 50 60 70 80 80 100 110 120
! ! ! I A
200 10 50 B0
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5. Trata-se de uma situagéo que exige a parametrizagdo das margens de lucro dos dois bens.

[P ([P}

Usando a variavel “A" e considerando “c," e “c,” as margens de lucro unitario de “A” e “B” respectivamente,

consideremos:
= 8+A
[l |
8 18
I A |
0 10
c, =7
: : |
24 4

Tendo decidido ¢, = 8 + %, € necessario parametrizar c,.
Sendo ¢, = o+ Ad, a equagdo da recta que passa pelos pontos (A =0,c,=24)e (A=10,c,=4)éaseguinte:

a+(0)d =24 |a =24
= ¢, =24-2
a+10d =4 |d=-2

O modelo parametrizado para estudo € entdo:
Max f(X) = (8 + A)x, + (24 - 2X)x,

s.a.

X
+
N
x

N
A

< 10 (horas de trabalho)
10 (relagdo entre produgdes)

N
Re
+
<
N
IA

Xy Xy >0

Vamos usar 0 método Simplex para calcular os sub intervalos de optimalidade tendo em atengéo que estando

apenas parametrizados coeficientes de f(X) s6 serd necessario recorrer ao Primal-Simplex.
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X4 X, F, F, VSM Obs.
1 2 1 0 10 A =0 (limite inferior corrente)
2 1 0 1 10 62 =8<0
24 + 20 =-24 <0
8- 24+, 0 0 0 Entrax, . Sai F,
112 1 112 0 5 4-20.=4>0
12-1=12>0
32 0 12 1 5 12 Soluggo Optima
Mantém-se até A = 2
4-9 0 12 % 0 120 - 100 Para . >2:Entrax, ; Sai F,
1 0 " o0 103 A =2 (limite inferior corrente)
’ 40/3 - 5/3(L)=10>0
-8/3 +4/3(1)=0
0 1 2/3 -1/3 10/3 22 Solugao Optima
Mantém-se até A = 8
0 0 40/3 - 5/3(n) -8/3+4/3(A) | 320/3-10/3(x) | Paral>8:EntraF, ; Saix,
1 312 1 AP 5 A =8 (limite inferior corrente)
-20+5/2(A) =0
0 112 0 112 5 4+12=8>0
32 Solugao Optima
0 20+ 5/2(A) 0 4402 40 +5), Mantém-se alé A = +oo
Estudo terminado
Solugdes Optimas
X, =0;%,=5 x1=10/3;x2=10/3 X,=5;%=0
f(X) =120 - 101 f(X) = (320 - 101)/3 f(X) =40+ 50
| | | Ly 2
0 2 8 10
I | | > c, =8+ A
8 10 16 18
I } % > c,=24-2)
24 20 8 4
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Na figura seguinte estio graficadas as conclusdes do estudo:

Unidades,
6
5 1 IIB"
4
3
2 | IIAII
1
O [ T T >
0 D 4 6 3 10
Lucro,
200 1
150 :120
100 Nﬁm\wp
50
0 i T T i > )
0 2 4 6 8 10
| ] ] l C1=8+k
8 10 16 18
} ' } — C,=24-2)
24 20 8 4

Foram identificados 3 cenarios:

Cenério n° 1

Margem de lucro unitario do produto “A” : 8 até 10 u.m.

Margem de lucro unitario do produto “B” : 24 até 20 u.m.

A produgao de “A” aumenta de 0 a 3.33 unidades e a de “B” decresce de 5 para 3.33 unidades

O lucro total decresce de 120 até 100 u.m.

f(X): 100 =1+ 2000 x2= 1000

O = oW oR O N8 D =
=1
[=T N 1 B U I T = I =

3

0123456789 10 x1 D123 4567E839 10 x1
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Cenario n° 2
Margem de lucro unitario do produto “A”: 10 até 16 u.m.

Margem de lucro unitario do produto “B” : 20 até 8 u.m.

A produgéo de “A” aumenta de 3.33 a 5 unidades e a de “B” decresce de 3.33 ara 0 unidades

O lucro total decresce de 100 até 80 u.m.

O = b W oR M NN D =
=1

Cenarion®3

Margem de lucro unitario do produto “A”: 16 a18 u.m.

fiiX): 100 =1+ 200x2= 1000

o1 23456 7 8 3 10

=1

Margem de lucro unitério do produto “B”: 8 a4 u.m.

As produgdes de “A” e “B” mantém-se em 5 e 0 unidades respectivamente.

O lucro total aumenta de 80 até 90 u.m.

O = oW oR O N8 D =
=1

fiXk_160x1+ 80xZ= 800

0123456783 10 x1

[= I (L I L O - T - - I - Y
3k

- -
=] NW&LHW"\ICOWQEJ

f(X)y _160x1+ B0x2= 800

o012 3 4 56 7F 8 3 10

=1

0123456783 10 x1

Veja-se a rotacdo do gradiente de f(X) e consequente rotagéo da recta de isolucro maximo.
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VB X4 X, Xy F, F, Fy VSM Observagdes
F, 1 2 1 1 0 0 40- %
F, 3 0 2 0 1 0 60 + 21 A=0
Fa | 1 40 0 0 1 30-72 Entra X,
SaiF
3 2 5 2
L R N 0 0 0
Xy 312 0 1 0 112 0 30+
F, 12 2 0 1 12 0 10- 21 Entra x,
F, 1 4 0 0 0 1 30- 71 SaiF,
0 9/2 2 0 1 512 0 150 + 1551,
+2712(\)  +2\ - +52(0) +5)2
X, /4 1 0 112 /4 0 5-2
X, | 32 0 1 0 112 0 3042 12 Solugéo Optima
Mantém-se até A = 1
Fs 2 0 0 -2 1 1 1031 Para)>1:
Entra F1 : Sai X,
4 1 2 160 + 1431,
), 14), 0 0 - + 30 0 + 722
F, 12 2 0 1 12 0 10- 21 A=1
22 Solugao Optima
X3 312 0 1 0 12 0 30+ Mantém-se até A = 30/7
. Para A > 30/7:
3 1 4 0 0 0 1 30-7h NZo ha solugdes
o | 92 2 0 5/2 o | 150+ 155 (30';9510 “i[;““?da do
+21R0) -2 +502(0) 4532 |ProplemaDual)
Solugdes Optimas
0sAs1 151 <307 > 3017
X, 0 0
X, 5-2 0
N&o ha solugdes
X, 30+ 30+
f(X) | 722 + 1431 +160 | 502+ 155A + 155
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	Enunciadods
	1. Admita que pretende parametrizar simultaneamente dois coeficientes da função objectivo nas seguintes condições:
	2. Considere o modelo de PL:
	3. Considere o modelo de PL para optimizar a produção de dois bens (A e B) em quantidades x1 e x2:
	4. Considere um problema de produção de que se apresenta o quadro inicial do Simplex.
	5. Uma empresa tem vindo a optimizar a produção de dois bens (A e B), em quantidades x1 e x2, usando o modelo de PL:
	6. Considere um problema de produção de que se apresenta o quadro inicial do Simplex.

	Soluções
	1. Genericamente um coeficiente “c” parametrizado é da forma geral  “ c = ( +  (d  “ que mais não é do que a  expressão geral da recta  definida por pontos (( , c), com declive “d” e ordenada na origem igual a “(”:
	2. Inicia-se o cálculo considerando t = 0 (extremo inferior do intervalo para estudo).
	3. É necessário parametrizar o termo independente da 1ª restrição técnica (b1):
	4. É necessário parametrizar o termo independente da 1ª restrição técnicas (b1):
	5. Trata-se de uma situação que exige a parametrização das margens de lucro dos dois bens.
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