INVESTIGACAO OPERACIONAL

Programacéo Linear

Exercicios

Cap. VIIl - Programacdo Linear Inteira

Antdnio Carlos Morais da Silva

Professor de 1.0.




Cap. VIl - Programacao Inteira - Exercicios

VIII. Programagdo Linear Inteira

1. Considere um problema de PLIP com Max f(X) = 2x, + 3x, .
Aplicando o método Branch and Bound foi feita uma Particdo. Um dos sub problemas tem x, = 10. Decida o
valor de x, que satisfaca as seguintes condigdes:

>
x2_3

2. Considere um problema de PLIP com Min f(X) = 3x, + 4x.
Aplicando o metodo Branch and Bound foi feita uma Particao. Um dos sub problemas tem x, = 6. Decida o valor
de x, que satisfaca as seguintes condigdes:

>
x2_4

Indique o valor que atribui a variavel x,.
3. Considere um problema de PLIP com Max f(X) = 3x, - 10x,.
Aplicando 0 metodo Branch and Bound foi feita uma Particao. Um dos sub problemas tem x, = 3. Decida o valor

de x, que satisfaca as seguintes condigdes:

4. Considere um problema de PLIP com Min f(X) = 10x, - 3x,.
Aplicando o metodo Branch and Bound foi feita uma Particdo. Um dos sub problemas tem x, = 6. Decida o valor
de x, que satisfaca as seguintes condigdes:

>
x2_2
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Cap. VIl - Programacao Inteira - Exercicios

Determine a solugao dptima do seguinte problema de PLIP :
Max f(X) = 6x, + 4x,
s.a.

2%, + 8, < 40

3X, + bx, < 20

X, , X, =0 e Inteiro
Determine a solugao dptima do seguinte problema de PLIP :
Max f(X) = 3x, + 15x,
s.a.

10x1 + 2X
6x

) 75
1 + 7X2 < 60

IN

X; s Xy 2 0 e Inteiro

1 )
Determine a solugao dptima do seguinte problema de PLIP :
Max f(X) = 12x, + 9x,

s.a.

Mx, + 19,

IN

88
5
20x;, + 14x, < 110

X; , Xp>0e Inteiro

X4

IA

Determine a solugédo 6ptima do seguinte problema de PLIP :
Max f(X) = 2x; + 3x,
s.a.

5 +  4x 35
36
Xy, Xy >0 e Inteiro

\VARRVAN

4, + B

Solugéo éptima do problema relaxado da condi¢do de integralidade:

x,=31/9 =344...
x,=40/9=444...
f(X) = 182/9 = 20.22...
Determine a solugdo 6ptima do seguinte problema de PLIP :
Max f(X) = 2x; - 3x,
s.a.

35
36
X1, Xy 2 0 e Inteiro

5x4 + A <
% + 5 =

INVESTIGACAO OPERACIONAL (MS - edigéo de 2006)

VIII-2
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10.

11.

12.

Solugéo 6ptima do problema relaxado da condi¢do de integralidade:
x,=31/9 =344...

x,=40/9=4.44..
f(X) = -58/9= -6.44...
Uma fabrica de cerdmica produz 2 tipos de vasos (A e B) nas suas secgdes de Cozedura e Pintura.

Os tempos necessarios a preparacdo de uma unidade de cada tipo nas seccdes referidas, bem como a

disponibilidade diaria destas constam do quadro seguinte:

Tempo necessario (h)
Secgao Tipo A Tipo B Disponivel / dia
Cozedura 1 1 6
Pintura 1 1.8 8

O lucro unitério da venda de A e B é respectivamente de 4 € 6.4 u.m.

A solugéo Optima do problema relaxado € x, = 7/2 ; x, = 5/2 ; f(X) = 30.

Calcular o plano éptimo de produgdo recorrendo ao método Branch and Bound executando o calculo “em
profundidade” optando sempre por “descer” no ramo da Partigdo “<” quando ha dois ramos para explorar no
mesmo nivel.

Determine a solugao éptima do seguinte problema de PLIP:

Min f(X) = X1 + X,

S.a.

X
+
N
<

N
IN

20

N
X
+
w
x
N
[\
»

w
x
+
N
x
NS
\Y
»

Xy, Xy 2 0 e Inteiro

1 )
A solugéo optima do problema relaxado € x, = 1.2; x, = 1.2; f(X) = 2.4

Numa empresa a decisdo sobre a produgéo de dois componentes A e B apoia-se no seguinte modelo de PL.:
Max f(X) = 3x; + 2x,

s.a.
2%+ X < 25
5:; + 2 < 25
X, + X, < 7

X, X =0 e Inteiro
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A fungéo objectivo representa o lucro da venda (u.m.); as variaveis x, e x, representam niveis de produgéo de

cada um dos componentes referidos ; as restriges técnicas traduzem limites de horas de trabalho e horas de
uma maquina.

Relaxando a condicdo de integralidade a solugao 6ptima ndo admissivel é : x4 = 11/3; xp = 10/3; f(X) = 17.67

Calcule os niveis dptimos da producdo de A e B.

. Determine a solugdo dptima do seguinte problema de PLIP:
Min f(X) = 6x, + 8x,

S.a.
6x, + X, > 84
2x, > 10
X > 6

2

Xy, Xy 2 0 e Inteiro

1 ’

A solugdo optima continua é: x, = 35/3 ; x, =2 ; f(X) = 86
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1. Para decidir sobre o valor a atribuir a variavel X, € necessario considerar em simultaneo:

o se pretende maximizar ou minimizar o valor da fungdo objectivo
¢ o sinal do coeficiente da variavel na fungdo objectivo
e ointervalo de admissibilidade dos valores da variavel
Neste exemplo temos:
e Maximizar f(X) = 2x, + 3x,
o Varidvel com coeficiente positivo pelo que é favoravel atribuir-lhe o maior valor admissivel

¢ Intervalo de admissibilidade = [4 , 8]

Deciséo : X, = 8

2. Neste exemplo temos:
e Minimizar f(X) = 3x, + 4x,
o Variavel com coeficiente positivo pelo que é favoravel atribuir-lhe o menor valor admissivel
o Intervalo de admissibilidade = [7 , 12]

Deciséo : X, = 7

3. Neste exemplo temos:

e Maximizar f(X) = 3x, - 10x

1 2
o Variavel com coeficiente negativo pelo que ¢ favoravel atribuir-lhe o menor valor admissivel
¢ Intervalo de admissibilidade = [3 , 12]

Deciséo : x, = 3
4. Neste exemplo temos:
e Minimizar f(X) = 10x, - 3x,
o Variavel com coeficiente negativo pelo que é favoravel atribuir-lhe o maior valor admissivel

¢ Intervalo de admissibilidade = [2 , 8]

Deciséo : X, = 8
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5. E necessario obter a solugdo dptima do problema relaxando a condicéo de integralidade (problema relaxado):

X, =10/3
X, =0
Max f(X)=2C

Em todas as solugdes descendentes desta solugédo o valor da fungdo ndo excedera 20.

A solugao em espago continuo n&o é admissivel (x, tem valor fraccionario).

Procede-se a Particdo do dominio da variavel x,:

x,= 10/3
X, = 0

(X)=20
1 I 1

Sub problema 1:
Dominio das variaveis neste sub problema : x, € [4,+ oo [ ;X,€[0,+ o0

Fixar x, = 4.
Nas restri¢Oes técnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

124) + 8, < 40

34 + 6, < 20
1¢4) > 4 (partigdo)
X, < -1 ~
Obtém-se para x,: 2 Sem solugéo
X, < 8/6 x, <0

Sub problema 2:
Dominio das variaveis neste sub problema:x, € [0,3] ;x,€ [0, + oo

Fixar X, = 3.

Nas restricOes técnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

123 + 8% < 40
33) + 6B, < 20
1(3) < 3 (particéo)
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. X, <112
Obtém-se para Xy <116 X, = 12
X, <

Valor da fungdo com x, =3 e x, = 1/2: f(X) = 6x, + 4x,=20

x,=10/3
x,=0
X <3 f(X)=|20 x4
[ |
2 1
X,=3
X, =112 Sem solugéo
f(X)=20

A solugéo do sub problema 2 néo € admissivel pois x, tem valor fraccionario.

Procede-se a Particdo do dominio da variavel x,:

Sub problema 3:
Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [0, 3] ;x,€[1,+ oo

Fixar X, = 1.

Nas restri¢oes técnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

12, +  8(1) < 40
¥ o+ 611 < 20
X, < 3 (particao)
M) = 1 (particdo)
X, <8/3
Obtém-se para x,: X, <1413 X, =8/3
X, <3

Valor da fungdo com x, =8/3 e x, = 1: f(X) = 6x, + 4x,=20
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Sub problema 4:
Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [0,3] ;x,€[0,0]

Fixar X, = 0.

Nas restricbes tecnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

12, + 8(0) < 40
3, + 60 < 20
X, < 3 (partigéo)
100 =< 0 (particao)
X, <10/3
Obtém-se para x,: X, <20/3 X, =3
X, <3

Valor da fungéo com x, = 3 e x, = 0 : f(X) = bx, + 4x,=18

x,=10/3
x,=0
X, <3 f(X)=|20 X 24
[ |
2 1
X,=3
X, =112 Sem solugéo
f(X)=20
x,<0 ( I) X, =1
| 1
4 3
X,= 3 x,=8/3
x,=0 X, =1
f(X)=18 f(X)=20

A solugdo do sub problema 4 é admissivel com f(X) = 18. A partir deste momento do calculo s6 serdo objecto de
particdo as solugdes ndo admissiveis com f(X) = 18 (Limite Inferior).

A solugéo do sub problema 3 néo é admissivel pois x, tem valor fraccionario. Como tem valor de f(X) superior ao

limite inferior corrente, procede-se a Particdo do dominio da variavel x,:

3

<
X, S2 l x123
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Sub problema 5:
Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [3,3] ;x,e[1,+ oo

Fixar X, = 3.

Nas restricbes tecnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

123) + 8, < 40
33 + 6 < 20

1(3) < 3 (particdo)

X, =2 1 (particéo)

1(3) > 3 (particao)

X, <112
Obtém-se parax,: | x,<11/6 Sem solugdo

X, 21

Sub problema 6:
Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [0, 2] ;x,e[1,+ oo

Fixar X, = 2.

Nas restricbes tecnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

122) + 8, < 40
320 + 6B < 20

1(2) < 3 (particdo)

X, = 1 (particdo)

1(2) < 2 (particéo)
X, <2

Obtém-se para x,: X, STI3 X, =2

X, 21

Valor da fungéo com x, = 2 e x, = 2: f(X) = 6x, + 4x,=20

A solug&o do sub problema 6 é admissivel com f(X) = 20 que passa a ser 0 novo limite inferior.
Como nao ha mais sub problemas para analise esta solugdo é dptima:
X, =2;x2=2;Maxf(X)=20
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A arvore resultante do calculo efectuado é a seguinte:

x,=10/3
x,=0
x <3 land v 24
[ ]
2 1
X,=3
X, =112 Sem solugéo
f(X)=2
| ]
4 3
X, 3 x,= 8/3
X, = X, =
f(X)=18 X, <2 f(X)=20 >3
< : >
] ]
6 5
X,=2
X, =2 Sem solugéo
f(X)=20

Sol. 6ptima
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Vejam-se os modelos lineares associados a cada um dos “nés” da arvore de calculo:

Max f (X)=06x, +4Xx,
s.a.
12x, +8x, <40
3%, +6x,<20
X, X, 20e Int.
X, <3 X, 24
[ |
2 1
Max f (X)=06x, +4x, Max f (X)=6x, +4x,
s.a. s.a.
12x, +8x, <40 12x, +8x, <40
3x, +6x, <20 3%, +6x, <20
X <3 X =4
X, X, 20e Int. X, X, =0e Int.
X, =0 Xy > 1
| |
4 3
Max f (X)=6x, +4X, Max f (X)=6x, +4x,
s.a. s.a.
12x, +8x, <40 12x, +8x, <40
3x, +6x, <20 3x, +6x, <20
X <3 X <3
X, <0 X, 21
X, X, 20e Int. X, X, 20e Int.
X, <2 X, =3
[ |
6 5
Max f(X)=6x +4x, Max f (X)=06x, +4X,
s.a. s.a.
12x, +8x, <40 12x, +8x, <40
3x, +6Xx, <20 3, +6X, <20
X <3 X <3
X, =21 X, =21
X, <2 X =3
X, X, 20e Int. X, X, 20e Int.
Sol. optima
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6. E necessario obter a solugdo dptima do problema relaxando a condicéo de integralidade (problema relaxado):

X =0
X,=60/7
Max f (X)=900/7

Em todas as solugdes descendentes desta solugéo o valor da fungdo nao excedera 900/7.
A solugdo em espago continuo ndo é admissivel pois as variaveis tém valor fraccionario.

Procede-se a Partigdo do dominio da variavel x,:

X,= 0
x, = 60/7

(X)=900/7
2 I 2

Sub problema 1:
Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [0, + co [ ;X,€[9,+ oo

Fixar X, = 9.

Nas restricOes técnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

10, + 209 < 75
6, + 709 < 60
19 < 9 (particao)

X, <57/10 Sem solucédo

Obtém-se para x,:
P X, <-112 X; <0

Sub problema 2:
Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [0, + o [ ;x,€[0,8]

Fixar X, = 8.

Nas restri¢Oes técnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

10x, + 28 < 75
6x, + 78 < 60
18) < 8 (particdo)
) X, < 59/10
Obtém-se para x,: X, =213
X, <203

Valor da fungdo com x, = 2/3 e x, = 8 : f(X) = 3x, + 15x, =122
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x=0
x, = 60/7
<8 f(X)=900/7 . >9
2 I 2
[ |
2 1
x,;=2/3
X, = Sem solugéo
f(X)=122

A solugéo do sub problema 2 néo € admissivel pois x, tem valor fraccionario.

Procede-se a Particdo do dominio da variavel x,:

Sub problema 3:

Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [1,+ oo [ ;X,€[0, 8]

Fixarx1 =1.

Nas restri¢Oes técnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

10(1) + 2X2
6(1) + 7%
X

Obtém-se para x,:

< 75

< 60

< 8 (particao)

> 1 (particao)

X, < 65/2

X, < 54/7 X, = 54/7
x,<8

Valor da fungdo com x, = 1 e x, = 54/7 : f(X) = 3x, + 15x, = 831/7
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Sub problema 4:
Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [0,0] ;x,€[0,8]

Fixar X, = 0.

Nas restricbes tecnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

1000 + 2, < 75
60) + 7% < 60
X, < 8 (partigéo)
1(0) < 0 (particao)
X, < 75/2
Obtém-se para x,: x, < 60/7 x,=8
X,<8

Valor da fungéo com x, = 0 e x, = 8 : f(X) = 3x, + 15x, =120

x,=0
x, = 60/7
X <8 f(X)=|900/7 X,>9
[ |
2 1
x,=2/3
X,=8 Sem solugéo
X <0 f(X)I=122 X 21
| ]
4 3
x=0 x,=1
X,=8 X, = 547
f(X)=120 f(X)= 831/7

A solugéo do sub problema 4 é admissivel com f(X) = 120. A partir deste momento do céalculo s6 serdo objecto
de particdo as solugbes ndo admissiveis com f(X) = 120 (Limite Inferior).

A solugo do sub problema 3 n&o € admissivel pois x, tem valor fraccionario. Como f(X) tem valor inferior a 120

nao tem interesse realizar particdo pois 0s sub problemas descendentes terdo garantidamente valor da fungéo
inferior a 120.
Como n&o ha mais sub problemas para analise a solugao do sub problema 4 ¢é dptima:

X, =0;x2=8;Maxf(X)= 120
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A arvore resultante do calculo efectuado é a seguinte:

x=0
x, = 60/7
x,<8 f(X)=|900/7 X,9
[ ]
2 1
X,=2/3
,=8 Sem solugéo
x, <0 fX)=122 X, > 1
| 1
[ |
4 3
x=0 X,=
X,=8 X, = 547
f(X)=120 f(X)= 831/7
Sol. 6ptima

Veja-se a geometria do problema relaxado e dos sub problemas gerados por Partigéo:

Problema relaxado

32 1 5% 30x1+ 150k2= 1285
8
7
6
5
4
3
2
1
0
0 1 2 3 456 7 8 9 x1
Sub problema 1 (Conjunto de solugdes Vazio)
" |
8
8
7
&
5
4
3
2
1
0 —r—TrTrTrTrTrr
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1
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Sub problema 2

Mbjhtﬂmﬂﬂhl‘.ﬂh

=

D1 2 3 4 5 6 7 8 9 x1

¥ ] \
9
8 [T%— _fx): 30x14, 15.0x2= 1187
? ] -\_\_\--\_\_\- ——
E 1 -\_\_\--\_\_\--\_\_\--\_\_"-\_
5
N
s
2
1
0
D 1 2 3 4 5 6 7 8 3 x1

Sub problema 4

-

namw&mmﬂmmh

=1

=

1 2 2 4 58 6 7 8 9
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7. E necessario obter a solugdo dptima do problema relaxando a condicéo de integralidade (problema relaxado):

Nivel | Problema N° Origem / Intervalos Variavel Valor Particéo
0 0 Problema relaxado da cond. inteira | X; | 3.79646018 Variavel x,
(solucao continua) X, 2.43362832
f(X) | 67.46017699

Em todas as solugdes descendentes desta solugéo o valor da fun¢do ndo excedera 67.46.

A solugdo em espago continuo ndo é admissivel pois as variaveis tém valor fraccionario.

Sub problemas 1 e 2 resultantes da Particdo do dominio da variavel X, o problema relaxado (Nivel 0)

Nivel | Problema N° Origem / Intervalos Variavel Valor Particdo
1 1 Derivado do problema 0 X, 4 Variavel x,
Intervalo x, : [4, llimitado [ X, 2.14285714
Intervalo x, : [ 0, llimitado [ f(X) 67.28571429
Nivel | Problema N° Origem / Intervalos Variavel Valor Partico
1 2 Derivado do problema 0 X, 3 Variavel x,
Intervalo x, : [0, 3] X, 2.89473684
Intervalo x, : [ 0, llimitado [ f(X) 62.05263158

As duas solugdes ndo sao admissiveis (ambas tém varigveis com valor fraccionério).

Sub problemas 3 e 4 resultantes da Particdo do dominio da variavel X, N0 sub problema 1 (Nivel 1)

Nivel | Problema N° Origem / Intervalos Variavel Valor Particéo
2 3 Derivado do problema 1 Sem solugéo
Intervalo x, : [4, llimitado [
Intervalo x, : [ 3, llimitado [
Nivel | Problema N° Origem / Intervalos Variavel Valor Particéo
2 4 Derivado do problema 1 X, 4.1 Variavel X,
Intervalo x, : [4, llimitado [ X, 2
Intervalo x, : [0, 2] f(X) 67.2

Sub problemas 5 e 6 resultantes da Particdo do dominio da variavel X, N0 sub problema 2 (Nivel 1)

Nivel | Problema N° Origem / Intervalos Variavel Valor Particéo
2 5 Derivado do problema 2 X, 2.81818182 | Variavel X,
Intervalo x, : [0, 3] X, 3
Intervalo X, : [ 3, llimitado [ f(X) 60.81818182
INVESTIGAGAO OPERACIONAL (MS - edigao de 2006)
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Nivel | Problema N° Origem / Intervalos Variavel Valor Particéo
2 6 Derivado do problema 2 X 3 Néo
Intervalo x, : [0, 3] X, 2 Sol. Admissivel
Intervalo x, : [0, 2] f(X) 54 (1° LI

No Nivel 2 temos o sub problema 6 com solu¢&o admissivel pelo que o valor de f(X) = 54 passa a ser o Limite

Inferior dos valores de f(X), ou seja, s6 serdo agora objecto de partico os sub problemas com solu¢do nao

admissivel e valor de f(X) = 54.

Os sub problemas 4 e 5 tém valor de f(X) superior ao Limite Inferior corrente pelo que serdo objecto de parti¢ao.

Sub problemas 7 e 8 resultantes da Particdo do dominio da variavel X, o sub problema 4 (Nivel 2)

Nivel | Problema N° Origem / Intervalos Variavel Valor Particio
3 7 Derivado do problema 4 X 5 Variavel x,
Intervalo x, : [, llimitado [ X, 0.71428571
Intervalo x, : [0, 2] f(X) | 66.42857143
Nivel | Problema N° Origem / Intervalos Variavel Valor Particio
3 8 Derivado do problema 4 X 4 Néo
Intervalo x, : [4, 4] X, 2 Sol. Admissivel
Intervalo x, : [0, 2] f(X) 66 (2°LI)

Sub problemas 9 e 10 resultantes da Particdo do dominio da variavel X,.N0 sub problema 5 (Nivel 2)

Nivel | Problema N° Origem / Intervalos Variavel Valor Particao
3 9 Derivado do problema 5 Sem solugéo
Intervalo x, : [3, 3]
Intervalo x, : [ 3, llimitado [
Nivel | Problema N° Origem / Intervalos Variavel Valor Particio
3 10 Derivado do problema 5 X, 2 Variavel x,
Intervalo x, : [0, 2] X, 3.47368421
Intervalo x, : [ 3, llimitado [ f(X) 55.26315789

No Nivel 3, o sub problema 8 tem solugdo admissivel com f(X) = 66 pelo que ndo sera feita Particdo em sub

problemas deste nivel com f(X) <66 como € o caso do sub problema 10 com f(X) = 55.26.

Resta no Nivel 3 o sub problema 7 com f(X) = 66.43. Porque este valor é superior ao Limite Inferior corrente ha

que efectuar Particéo.
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Sub problemas 11 e 12 resultantes da Particdo do dominio da variavel X, N0 sub problema 7 (Nivel 3)

Nivel | Problema N° Origem / Intervalos Variavel Valor Particao

4 11 Derivado do problema 7 Sem solugéo
Intervalo x, : [, llimitado [

Intervalo x, : [1, 2]

Nivel | Problema N° Origem / Intervalos Variavel Valor Particao
4 12 Derivado do problema 7 X 5 N&o
Intervalo x, : [, llimitado [ X, 0 Sol. Admissivel
Intervalo x, : [0, 0] f(X) 60

No Nivel 4 o sub problema 12 tem solugao admissivel com f(X) menor do que o limite inferior corrente, pelo que
nao é objecto de parti¢éo.
Né&o ha sub problemas pendentes pelo que a solugdo obtida no sub problema 8 é a solugdo dptima:

X, =4, X, =2; Max f(X) = 66

Arvore associada ao calculo efectuado

[ 0 (SBNA) }
f(X) = 67.46

2 (SBNA) 1 (SBNA)
f(X) = 62.05 f(X) = 67.28
x2S2I [ Ix223 x2S2I [ x223
6 (SBA) 5 (SBNA) 4 (SBNA) 3
f(X) =54 (1° L) f(X) = 60.82 f(X) =67.2 Sem solugéo
X, <2 | I X, 23 x1s4I I |x125
10 (SBNA) 9 8 (SBA) 7 (SBNA)
f(X) = 55.26 Sem solugéo f(X) = 66 (2° LI) f(X) = 66.4
X. <0 [ | X2 21

2 I
12(SBA) 11
f(X) = 60 Sem solugéo
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=%

Geometria do modelo

*,
N
*,
*, ,

™, Optimo
| ", x, =4
& . . N ¥ =

Max f(X) = 66
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X, =31/9
X, =40/9
Max f (X)=20.22

Em todas as solugdes descendentes desta solugéo o valor da fungéo sera, pelo menos, 20.22.
A solugdo em espago continuo ndo é admissivel (varaveis com valor fraccionario).

Procede-se a Partigdo do dominio da variavel x,:

x= 3119
X, = 4019

f(X)=20.22
1= I 1

Sub problema 1:
Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [4,+ co [ ;x,€[0,+ oo

Fixar X, = 4.

Nas restri¢Oes técnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

54) + 4, < 35
44) + X% = 36
1(4) > 4 (particao)
) x, <15/4
Obtém-se para x,: Sem solugéo
x,24

Sub problema 2:
Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [0, 3] ;x, &[0, + oo

Fixar X, = 3.

Nas restri¢Oes técnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

5(3) + 4x, < 35
4(3) + 5X, > 36
1) < 3 (particao)
. X, <9
Obtém-se para x,: X, = 2415
X, 2 24/5
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Notando que esta em célculo o minimo da fungéo objectivo e que nesta a variavel x, tem
coeficiente positivo, quanto menor for o valor de x,, tanto melhor para o valor de f(X).
Neste caso o valor de x, tem deve pertencer ao intervalo [ 24/5 , 5] pelo que se decide x, = 24/5.

Valor da fungdo com x, = 3 e x, = 24/5 : f(X) = 2x, + 3x, = 102/5 =20.4

x,=31/9
x, = 40/9
x <3 f(X)=|20.22 X, >4
[ 1
2 1
X,=3
X, = 24/5 Sem solugéo
f(X)=20.4

A solugéo do sub problema 2 néo € admissivel pois x, tem valor fraccionario.

Procede-se a Particdo do dominio da variavel x,:

Sub problema 3:
Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [0,3] ;x,&[5,+ oo

Fixar X, = 5.

Nas restricGes técnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

5X, + 45) < 35

4, + 55 = 36
X, < 3 (particao)
15) = 5 (particao)

X, <3

Obtém-se para x,: X, 2 11/4
1 1 x, = 11/4
X, <3

Valor da fungdo com x, = 11/4 e x, = 5 : f(X) = 6x, + 4x,=20.5
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Sub problema 4:
Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [0,3] ;x,€[0,4]

Fixar X, = 4.

Nas restricbes tecnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

5, + 44) < 35
4x, + 54) = 36

X, < 3 (particao)

14) =< 4 (particao)

X, < 19/5
Obtém-se para x,: X, 24 Sem solugéo
X, <3
x,=31/9
x, = 40/9
X <3 f(X) I= 20.22 X, >4
[ |
2 1
X,=3
X, = 2415 Sem solugéo
f(X)=20.4
X, <4 ( )I X, 29
[ |
4 3
x,;=11/4
Sem Solugao -
¢ X, =9
f(X)=20.5

A solugéo do sub problema 3 néo € admissivel pois x, tem valor fraccionario.

Procede-se a Particdo do dominio da variavel x,:
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Sub problema 5:
Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [3,3] ;x,€[5,+ oo

Fixar X, = 3.

Nas restricbes tecnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

53) + 4, < 35
43) + X%, =2 36

1(3) < 3 (particdo)

X, =2 5 (particdo)

1(3) 2 3 (particao)
X, <9

Obtém-se para x,: X, 2 24/5 X, =9

X, 29

Valor da fungéo com x, =3 e x, = 5 : f(X) = 2x, + 3x, =21

A solugdo é admissivel com f(X) = 21 (1° limite Superior)
A partir de agora s6 é feita Particio nos sub problemas com solu¢do ndo admissivel e com valor
de f(X) = 21.

Sub problema 6:
Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [0, 2] ;x, €[5, + oo

Fixar x, = 2.
Nas restrigdes técnicas (notar o aumento do problema com as restrigdes x, < 3 e x, = 5) substitui-

se X, pelo valor corrente:

52) + 6, < 35
62) + X = 36

1(2) < 3 (particdo)

X, 2 5 (particao)

1(2) < 2 (particao)

X, < 25/4
Obtém-se para x,: X, 2 28/5 X, = 2815

X, 29

Valor da fungdo com x, =2 e x, = 28/5 : f(X) = 2x, + 3x,=20.8 < Limite Superior Corrente
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A solugao do sub problema 6 ndo € admissivel pois x, tem valor fraccionario.

Procede-se a Particdo do dominio da variavel X,:

<
x2_5 l x226

Sub problema 7:
Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [0,2] ;x,€[6,+ oo

Fixar X, = 6.

Nas restri¢oes técnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

5, + 46) < 35
4, + 56) = 36
X, < 3 (particao)
16) = 5 (particdo)
X, < 2 (particdo)
16) = 6 (particao)
X, < 11/5
. X, 2 3/2
Obtém-se para x,: X, =312
x, <3
X, 2

Valor da fungdo com x, = 3/2 e x, = 6 : f(X) = 2x, + 3x, =21

Sub problema 8:
Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [0, 2] ;x,€[5,5]

Fixar X, = 5.

Nas restricGes técnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

5 + 4(6) < 35

4, + 55 = 36

X, < 3 (particao)
15) = 5 (particao)

X, < 2 (particdo)
15) =< 5 (particdo)
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x1S3

. x,211/4
Obtém-se para x,:

x1S3

x152

Sem solugéo

A solugéo do sub problema 7 néo € admissivel pois x, tem valor fraccionario.

O valor da funcéo objectivo neste sub problema é f(X) = 21.

Se efectuarmos a Particdo do dominio da variavel x, neste sub problema qualquer dos sub problemas

resultantes néo tera f(X) < 21 pelo que este valor € o minimo da fung¢&o objectivo proposta (a solugdo admissivel

do sub problema 5 é optima).

Concluindo a solugéo 6ptima é:

X, = 3
X, =5
Min f(X) = 21
Arvore associada ao célculo efectuado
0 (SBNA)
(X) = 20.22
2 (SBNA) 1
f(X) =20.4 Sem solugéo
X, S 4I | 1% >5
4 3 (SBNA)
Sem solugédo f(X) =20.5
Xq S 2| | Ix1 >3
6 (SBNA) 5 (SBA) -
[ f(X) =208 } f(X) =21 Sol. Optlma
X, <5) | %, 26
8 (SBNA) 7 (SBNA)
Sem solugéo f(X) =21
INVESTIGAGAO OPERACIONAL (MS - edigao de 2006) S/ VIII-22



Cap. VIII — Programacé&o Inteira - Solugdes dos Exercicios

9. Asolugdo do problema relaxado néo € admissivel. Escolhendo a Particdo do dominio da variavel x, temos:

x;= 3119
X, = 40/9

f(X)=-6.44
1 I 1

Sub problema 1:
Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [4, + oo [ ;X,€ [0, + 0o

Fixar X, = 4.

Nas restri¢Oes técnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

54 + 4, < 35
44) + 5%, = 36
1(4) < 4 (particdo)
Obtém-se para x,:
) X, <15/4
Obtém-se para X,: Sem solugéo
x,24

Sub problema 2:
Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [0, 3] ;x,€ [0, + oo

Fixar X, = 3.

Nas restri¢Oes técnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

5(3) + 4x, < 35
4(3) + 5%, > 36
1(3) < 3 (particao)
. X, <5
Obtém-se para x,: X, = 2415
X, 2 24/5

Valor da fungéo com x, = 3 e x, = 24/5 : f(X) = 2x, + 3x,=-8.4
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x,=31/9
x, = 40/9
x <3 f(X)=I-6.44 X, >4
[ 1
2 1
X,=3
X, = 24/5 Sem solugéo
f(X)=-8.4

A solugéo do sub problema 2 néo € admissivel pois x, tem valor fraccionario.

Procede-se a Particédo do dominio da variavel x,:

Sub problema 3:
Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [0,3] ;x,&[5,+ oo

Fixar X, = 5.

Nas restricdes técnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

5, + 456 < 35
4, + 55 = 36
Xy < 3  (partigho)
15) = 5 (particao)
X, <3
Obtém-se para x,: x, 2 11/4 _
X, =3
X, <3

Valor da fungdo com x, =3 e x, =5 : f(X) = 6x, + 4x,=-9

Este sub problema tem solugdo admissivel com f(X) = -9 que passa a constituir Limite Inferior.
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Sub problema 4:
Dominio das variaveis neste sub problema: x, € [0,3] ;x,€[0,4]

Fixar X, = 4.

Nas restricbes tecnicas substitui-se x, pelo valor corrente:

S, + 4@4) < 35
4, + 54) = 36
X, < 3 (partigéo)
14) < 4 (particao)
Obtém-se para x,:
X, < 19/5
x, 24 Sem solugéo
X, <3

N&o ha mais sub problemas para analisar.

A solugéo optima é a do sub problema 3:

X, =3
X, =9
f(X)=-9
A arvore resultante do calculo efectuado é a seguinte:
x,= 3119
x, = 40/9
X <3 f(X) I= -6.44 X, 24
[ |
2 1
X,=3
X, = 24/5 Sem solugéo
f(X)=-8.4
X,<4 )I X, 25
| ]
4 3
X,=3
Sem Solugéo -
¢ X, =9 Sol. 6ptima
f(X)=-9
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10. O modelo de PL para a produco diaria € o seguinte:

Max f(X) = 4x; + 6.4x,
s.a.

X4 + Xy 6
1.8, 8

X1, X >0 e Inteiro

IA

X o+ <

em que X, e X, representam o nivel de producéo diéria de vasos dos tipos A e B respectivamente.

A analise “em profundidade” (“por ramos”) e os resultados obtidos sdo os seguintes:

0
X;=3.5
X,=2.5
f(X) = 30
,_Xls 3] E encontrada solugdo admissivel no né 4
2 com f(X) = 24.8 (1° Limite Inferior).
X].: 3 1 ” 4 4
o= 2.78 Sobe-se” na arvore para 0 n6 2 onde tem
f(X) =29.78 . .
) inicio nova descida.
,—Xz 52—,
4
X1= 3
Xo= 2
f(X) = 24.8
2
X;=3
%= 2.78
f(X) =29.78
I—X2 2 3—|
3 N\
X= 23;6 E encontrada solugdo admissivel no n6 8
Xo=
f(X) =29.6 com f(X) = 27.2 que é o Novo Limite Inferior.
,—X15 2—, “Sobe-se” na arvore para o0 nd 6 onde tem
6 inicio nova descida.
X1= 2
%= 3.33
f(X) = 29.33
,—Xz 53—,
8
X1= 2
X,=3
f(X) = 27.2
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6
X=2
%= 3.33
f(X) =29.33
I—X2 2 4—|
7 N\
X= 048 E encontrada solugdo admissivel no nd 12
X2=
f(X) =28.8 com f(X) = 25.6 < Limite Inferior corrente.
,—xisO—, “Sobe-se” na arvore para 0 n6 10 onde tem
10 inicio nova descida.
X1= 0
Xo=4.4
f(X) = 28.44
,—Xz 54J
12
X1= 0
X,=4
f(X) = 25.6
10
X1= (0]
X= 4.4 5 . = .
fX) = 28.44 N&o ha solugéo no n6 11.

ez
11

Sem solugao

“Sobe-se” na arvore para 0 né 7 onde tem

inicio nova descida.

7
X;=0.8 . . . i
X,= 4 N&o ha solugdo no no 9.
f(X) = 28.8 L )
= “Sobe-se” na arvore para 0 n6 3 onde tem
X121 . )
1 inicio nova descida.
9
Sem solugdo
3
X, = 2.6
Xp=3 O sub problema 5 nédo tem solugéo
f(X) = 29.6
[ “Sobe-se” na arvore para 0 no da raiz onde
X1 = 3—|
tem inicio nova descida.
5
Sem solugéo
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0
X1= 35
X=25

f(X) = 30

|—x1 24—|

1
X1= 4
Xo= 2
f(X) = 28.8

O sub problema 1 tem solugdo admissivel
com f(X) = 28.8 > Limite Inferior corrente.
Passa a ser novo Limite Inferior.

N&o ha mais nés para Parti¢éo.

A solugao do sub problema 1 é Optima.

A solugéo optima é a do sub problema 1:

x, =4

x2=2

Max f(X) = 28.8

Plano 6ptimo de produgao: 4 vasos do tipo “A” e 2 vasos do tipo “B” ; Lucro total méximo de 28.8 u.m.

Na figura seguinte esta assinalada a exploragao sequencial dos ramos da arborescéncia:

1) =29,

7 f(X) = 28.8

Sem solugéo
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11. Minimizagdo da fungao objectivo:

0
X= 1.2 - oo
x=1.2
f(X) = 2.4
| X, 1 | Xp = 2 |
2 1
x=1 X=2
X2= 1.5 x2= 0.66
f(X) = 2.5 f(X) = 2.66
,—Xz < 1—|—X2 P 2—| ,—XzS 0—|—X2 P4 1—|
6 5 4 3 3
X1= 0.66 X1 = 3 X1= 2 B
Xo= 2 X2 = 0 Xo=1
Sem solugdo f(X) =8.33 f(X) =3 f(X) =3
,_X1 < 0_|_X1 > 1_| v
8 7
X1= 0 X1= 1
Xo= 3 Xo= 2
f(X) =3 f(X) = 3
Solugéo Optima (multipla)
< X 2 « |3 o« |1 . |0
X1= = ,X2= ,X3= ,X4=
X, 1 0 2 3
FOXTY = F(X])= £(X))= (X)) = F(X))=3= Min
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12. Maximizag&o da fungdo objectivo:

S
X.= 1173
X,=10/3
f(X) = 53/3
| X, <3 | X, 24 |
2 1
X=3 X=4
X2= 3.8 Xo= 2.5
f(X) = 16.6 f(X) = 17
,—Xz < 3—|—X2 = 4—| ,—Xz 2—|—Xz >
6 5 4
X1= 3 X1= 25 X1= 4.2
Xo= 3 Xo=4 X2= 2
f(X) =15 f(X) =15.5 f(X) = 16.6 Sem solugao
,—X1 < 4—|—X1 2 5—|
8 7
X1= 4 X1= 5
Xo= 2 Xo= 0
f(X) = 16 f(X) = 15

L 16

limita a particdo no n6 5 onde f(X) = 15.5 & menor do que 16.

Plano 6ptimo de produgao: 4 componentes “A” e 2 componentes “B” ; Lucro total maximo de 16 u.m.

Nota: Da partigdo no n6 4 obteve-se no ndé 6 uma solugdo admissivel com f(X) =16 (novo limite inferior) que
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13.  Minimiza¢&o da fung&o objectivo:

X, = 11.66 0
X, =2
- - too
X, <11 ;(X)‘% X, > 12
[ ]
2 x, =11 X, =12 1
X, = 2.57 X, =2 + 88
f(X) = 86.57 < L.S. f(X)=88 < 1°L.S.
l
X, <2 X,>3
[ |
4 x,=10.5 3
Sem solugédo X,=3
f(X) =87 <L.S. v
X, <10 Xy =11
[ |
6 x, =10 x, =11 5
X, =343 X, =3
f(X) =87.43 <L.S. f(X)=90>L.S.
X, <3 X, >4
| 1
8 x,=9.33 7
Sem solugéo X, = 4
f(X)=88 =L.S.
No Dominio de x, Dominio de x, Valor da fungéo Deciséo
0 [0,+0] [0,+c0]
1 [12,+ 0 [0,+c0] 88 (LS) Parar
2 [0,11] [0,+0co] 86.57 Partigao de x,
3 [0,11] [3,+] 87 Particao de x,
4 [0,11] [0,2] Parar
0 [11] [3,+00] 87.43 Particdo de x,
6 [0,10] [3,+00] 90 Parar
7 [0,10] [4,+00] 88 Parar
8 [0,10] [3] Parar
Solugo Optima (n6 1)
X, =12;%,=2; Min f(X) = 88
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Na figura seguinte (geometria do modelo) pode visualizar-se a progressao do calculo efectuado:

W & th @ o~ 0w
L

fi¥): BOx1+ BO0x?= 880

-

u L L L L L L L L L L L L L

o1 2 3 4 5§ 6 7 & 39 1011 12 13 14 x1
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