INVESTIGACAO OPERACIONAL

Programacéo Linear

Exercicios

Cap. V — Método Dual-Simplex

Antoénio Carlos Morais da Silva

Professor de I.0.

INVESTIGACAO OPERACIONAL (MS - edic&o de 2006)



Cap. V — Método Dual-Simplex - Exercicios

V. Método Dual-Simplex

1. Considere o seguinte problema de PL
Min f(X) = 7x, + 5x, + X,

s.a.
5% - Ny > 7

% - X3 > 4

Xg - 3K < 3

X(, %, X3 > 0

a. Calcular e apresentar a solucdo 6ptima sem utilizar a técnica das variaveis artificiais.

b. Apresentar a solu¢do optima do problema Dual.

2. Considere o seguinte problema de PL
Max f(X) = -4x, - 2X, - 3%3

S.a.
Xg + N o+ X3 > 7
2Xq + X3 > 5
A, + X3 > 9

a. Calcular e apresentar a solugdo 6ptima sem utilizar a técnica das variaveis artificiais.

b. Apresentar a solugdo dptima do problema Dual.

3. Considere o seguinte problema de PL
Min f(X) = 2x, + X, + 3%,

S.a.
2%+ 2% >
;K - X o+ Xy >
X o+ Dy o+ Xy > 12
X{, X0, X3 > 0

a. Calcular e apresentar a solugdo 6ptima sem utilizar a técnica das variaveis artificiais.

b. Apresentar a solugdo dptima do problema Dual.
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4.

6.

Considere o seguinte problema de PL
Min f(X) = 7x; + 5X, - X3

s.a.
5%y - N > 7
2% - 5% > 4
g - 3K < 3
X141 X9, X3 > 0

a. Calcular e apresentar a solucéo Optima sem utilizar a técnica das variaveis artificiais.

b. Apresentar a solu¢do 6ptima do problema Dual.

Considere o seguinte problema de PL

Max f(X) = x; + X,

S.a.
X o+ N < 4
X2 % > 0

a. Calcular e apresentar a solucéo 6ptima sem utilizar a técnica das variaveis artificiais.

b. Apresentar a solu¢do 6ptima do problema Dual.

Indique as situagdes possiveis que decorrem do recurso a uma restricao artificial para aplicar 0 método Dual-

Simplex.
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a.
Modelo proposto:
Min f(X) = 7x, + 5%, + X,

5%y - 03X >
2% - OXg >

g - 3 <
Xp, X9, X3 >

o w b~

Multiplicam-se por “-1" as duas primeiras restricdes técnicas que ficardo a ser do tipo “< “ e assim evita-se a

necessidade de recorrer a técnica das variaveis artificiais;

-bx; + X < 7

%+ O3 < -4

g - 3K < 3

X, X, % > 0

Quadro Inicial
VB X1 X, X3 F, F, Fs VSM Obs.

F -5 0 3 1 0 0 -7
F, 0 2 5 0 1 0 -4
F, 1 -3 0 0 0 1 3
f(X) -7 -5 -1 0 0 0 0

Dispomos de Solucao Basica Ndo Admissivel do Primal (SBNAP).

Atendendo que o quadro é de uma minimizacdo a leitura das variaveis auxiliares do problema Dual € feita em

simetria (7 , 5, 1). Como as variaveis de decisdo do problema Dual s@o nulas temos uma Solugdo Bésica

Admissivel do Dual (SBAD).

A existéncia simultanea de SBNAP e SBAD permite aplicar 0 método Dual-Simplex:

VB X X, Xq F, F, F, VSM Obs.

F, 5 0 3 1 0 0 7 SBNAP ; SBAD
F 0 2 5 0 1 0 -4 Sai F,

Fs 1 3 0 0 0 1 3 Entra x,
f(X) 7 5 1 0 0 0 0

Xy 1 0 35 1 15 0 0 75 | SBNAP;SBAD
F 0 2 5 0 1 0 -4 SaiF,

Fs 0 3 3/5 1/5 0 1 8/5 Entra x,
f(X) 0 5 2605 | -1/5 0 0 49/5
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VB Xy X X, | F F, F, | VsSM Obs.

X, 0 1 B2 10 -1/2 0 2 SBAP ; SBAD
X 1 0 35 1 15 0 0 7I5

F 0 0 -69/10 1/5 312 1 38/5

f(X) 0 0 -17710¢ 75 52 0 99/5 | Solugio Optima.

Solugéo Optima do Primal: XT=[x; X, X; F, F, F,1=[7/5,2,0,0,0,38/5] ;Minf(X)=99/5

As restrigdes logicas do Dual sdo y, ,y, >0 ey, <0 pelo que a leitura dos coeficientes da equacdo de f(X)

no quadro dptimo calculado tem que obedecer a estas restricdes (notar que se alteraram restrigdes do

Solucdo Optimado Dual: YT=T[y; ¥, Y3 Y, ¥51=[7/5,5/2,0,0,0,177/10] ;Maxg (Y")=99/5

b.
0 modelo Original é:
Min f(X) = 7x, + 5X, + X,
s.a.
5%y - N > 7
2y - X3 > 4
g - 3K < 3
modelo original...).
a.

Modelo proposto:
Max f(X) = -4x, - 2X, - 3%3

S.a.
Xg, + N o+ X3 > 7
2%, + 3 > 5
A, + X3 > 9

Multiplicam-se por “-1” todas as restricbes técnicas que ficardo a ser do tipo “< “ e assim evita-se a necessidade

de recorrer a técnica das variaveis artificiais:

X - Dy - Xy < AT
3X2 - X3 S '9
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Quadro Inicial
VB X, X, Xg F, F, Fs VSM Obs.
F, 1 2 11 0 0 7
F, -2 0 -3 0 1 0 -5
Fy 0 -3 -1 0 0 1 -9
f(X) 4 2 3 0 0 0 0

Dispomos de Solucao Basica Ndo Admissivel do Primal (SBNAP).

Atendendo que o quadro é de uma maximizacdo a leitura das variaveis auxiliares do problema Dual é feita

directamente (4, 2, 3) pelo que temos uma Solugéo Bésica Admissivel do Dual (SBAD).

A existéncia simultanea de SBNAP e SBAD permite aplicar o método Dual-Simplex:

VB X1 X, X3 F F, F, VSM Obs.

F, 1 2 1 1 0 0 7 | sBNAP;SBAD
F, 2 0 3 0 1 0 5 SaiF,

F 0 3 1 0 0 1 9 Entra x,
X) 4 2 3 0 0 0 0

X, 0 1 113 0 0 13 3 | SBNAP:SBAD
F 1 0o B | 1 0o -3 1 SaiF,

F, 2 0 g @ 1 0 5 Entra X,
) 4 0 B0 0 203 6

X3 213 0 1 1 0 -1/3 0 5/3 SBNAP; SBAD
X | 29 1 o i o w3 | 229 SaiF,

Foo| o 0 0o | 1 29 23 | -4 Entra F,
0 | 229 0 0 0 79 23 | 8909

F, 716 0 0 32 Ue 1 213 | SBAP;SBAD
X 23 0 1 0 173 0 5/3

X, 16 1 0 a2 Ue 0 813

f(X) 5/3 0 0 1 2/3 0 -31/3 Solug&o dptima

Solugdo Optima do Primal: XT= [ x; X, Xg F, F, F;1=[0,8/3,53,0,0,23] ;Maxf(X)=-31/3
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O modelo Original é:
Max f(X) = -4x, - 2X, - 3%3

S.a.
2%, + 3 > 5
A, + X3 > 9

As restricdes logicas do Dual sdo vy, , Y, , Y, < 0 pelo que a leitura dos coeficientes da equagdo de f(X) no
quadro dptimo calculado tem que obedecer a estas restri¢des (notar que se alteraram restrigdes do modelo
original...).

Solugdo Optima do Dual: YT=[y; Y, Y3 ¥4 V5 Ys1=[-1,-2/3,0,5/3,0,0] ;Ming(Y)=-31/3

a.
Modelo proposto:
Min f(X) = 2x;+ X, + 3x,

S.a.
2%+ 2% >
X, - Xy o+ Xy >
X141 X9, Xg > 0

Multiplicam-se por “-1" todas as restricdes técnicas que ficardo a ser do tipo “< *“ e assim evita-se a necessidade

de recorrer a técnica das variaveis artificiais:

22X - 2% > -9
By o+ X - X3 > -3
3o X - X3 o> -12
X, %,% > 0
Quadro Inicial
B | x X, 3 | F F, F, | vsm Obs.
F) 2 2 0o | 1 0 0 9
F, 3 1 1§ 0 1 0 3
F 3 2 1 00 0 1 12
X) 2 1 3 | 0 0 0 0

Dispomos de Solucao Basica Ndo Admissivel do Primal (SBNAP).
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Atendendo que o quadro é de uma minimizacdo a leitura das variaveis auxiliares do problema Dual € feita em

simetria (2 , 1, 3). Como as variaveis de decisdo do problema Dual s&o nulas temos uma Solugdo Bésica

Admissivel do Dual (SBAD).

A existéncia simultanea de SBNAP e SBAD permite aplicar 0 método Dual-Simplex:

VB Xy X, x3 R F, F, VSM Obs.

F -2 -2 0o i 1 0 0 -9 SBNAP; SBAD

F, 3 1 1 00 1 0 3 SaiF,

Fa -3 -2 1 i 0 0 1 -12 Entra x,

%) 1 3 | 0 0 0 0

X, 312 1 172 0 0 - 12 6 SBNAP; SBAD

F, 1 0 141 0 -1 3 SaiF,

F, 912 0 312 0 1 112 -9 Entra x,

fx) | -1 0 52 10 0 - 12 6

X 1 0 3 i 0  -29 -19 | 2 | seap;sBAD

X, 0 1 0 i 0 13 - 13 3

F, 0 0 23 1 1 209 -89 1

f(X) 0 0 -7/3 0 - 1/9 - 5/9 7 Solu¢do 6ptima
Solugao Optima do Primal: XT=[x; X, X3 F, F, F;1=[2,3,0,1,0,0] ;Minf(X)=7

0 modelo Original é:
Min f(X) = 2x; + X, + 3X

S.a.
2%+ 2% >
A,y - X o+ X >
X, o+ A o+ Xy > 12
X143 X9, Xg > 0

As restricdes logicas do Dual sdo vy, , Y, , Y, > 0 pelo que a leitura dos coeficientes da equagdo de f(X) no

quadro 6ptimo calculado tem que obedecer a estas restricdes (notar que se alteraram restricdes do modelo

original...).

Solugdo Optima do Dual: YT=[Y; Y, Y3 ¥4 V5 ¥s1=[0,1/9,5/9,0,0,7/3] ;Maxg(Y)=7
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a.
Modelo proposto:
Min f(X) = 7x; + 5X, - X3

s.a.
5%y - Ny > 7
2 - X3 > 4
g - 3 < 3

Multiplicam-se por “-1" as restricdes técnicas do tipo “>" que ficardo a ser do tipo “< “ e assim evita-se a

necessidade de recorrer a técnica das variaveis artificiais:

-5y + X < -7
%+ O3 < -4
Xy - 3 < 3
X, %,X3 > 0
Quadro Inicial
VB X, X, X | F F, F, | vsm Obs.
F, 5 0 3 1 1 0 0 7
F, 0 -2 5 0 1 0 -4
Fs 1 - 0 0 0 1 3
f(X) -7 1 0 0 0 0

Dispomos de Solucdo Basica Nao Admissivel do Primal (SBNAP).

Atendendo que o quadro é de uma minimizagdo a leitura das varidveis auxiliares do problema Dual € feita em

simetria (7, 5, -1) 0 que ndo é admissivel pois uma das coordenadas é negativa e as variaveis auxiliares sdo
utilizadas com a restricdo logica de ndo negatividade.

Temos pois uma Solugdo Basica N&o Admissivel do Dual (SBNAD) pelo que o método Dual-Simplex ndo pode

ser utilizado.
E necessario recorrer a uma restricéo artificial em que o primeiro membro é a soma das variaveis do Primal que
sdo complementares das varidveis duais cujo valor corrente ndo é admissivel.

Neste caso so existindo y, = -1, que € complementar da variavel x, , a restri¢do artificial é:

X, <M (big M)

3

Esta restricdo, que na forma-padréo do Simplex € x, + X, = M (x, € a variavel de folga), & agora registada no

0
quadro inicial (problema aumentado) e usada para efectuar a transformacéo linear que permitira obter uma
solucdo basica admissivel para o problema Dual e assim reunir as condi¢fes necessarias para utilizar o método

Dual-Simplex.
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Quadro Inicial aumentado

VB Xq Xo X3 | F F, Fo i % | VSM Obs.
FRolos 0 3 01 0 o | o | 7
F, 0 2 5 1 0 1 0 i 0 4
Fy 1 -3 0 i 0 0 1 i 0 3
X 0 0 1 0 0 0 1 M
f(X) 7 5 1 0 0 0 0 0

Transformacéo Linear obrigatéria

A variavel x, troca com a variavel do Primal, presente na restricdo artificial, que € complementar da variavel

auxiliar do Dual com valor “mais inadmissivel” (valor negativo com maior valor absoluto).

Neste caso so ha uma variavel auxiliar do Dual com valor ndo admissivel (y,), complementar de x, pelo que:

Entra X5 ; Sai X,

No novo quadro vamos dispor de uma Solucéo Basica Admissivel do Dual (SBAD) pelo que podemos utilizar o

método Dual-Simplex:

VB X, X, X, |+ F F, Fo 0 X VSM Obs.
X, | 0 0 10 0 0 i 1 M SBNAP; SBAD
Fbol 5 0 0 i 1 0 0 i 3 | -7-3u SaiF,
F) 0 2 0 0 1 0 | 5 | -4-5M Entra x,
O 0 0 1 o0 3
x| 7 5 0 0 0 0o | M
Xy 0 2/5 0 0 -1/5 0o | 1 4/5+M |  SBNAP; SBAD
X, 0 25 140 1/5 0 | o 45 SaiF,
FRl 5 65 0 1 @5 0 0 | 2365 Entra F,
F, 1 3 0 0 0 1 0 3 Eliminar x, (€ VB...)
i) | 7 285 o0 0 a5 0 | 0 4/5
F | 253 2 0 i B3 1 0 2353 |  SBNAP; SBAD
X, | 53 0 1 {0 0 | 713 Sai x,
Fa | 1 3 0 i 0 0 1 3 Entrax,
X | 168 5 0 | 13 0 0 | 713
X, | 1 0 35 | U5 0 0 7I5 SBNAP; SBAD
Rl o 2 5 {0 1 0 4 sai,
Fa |0 3 3 L 150 1 85 Entra x,
i | o 5 65 15 0 0 4915
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VB X, X, X 1 K F, Fs X0 VSM Obs.

X 0 1 52 00 -1/2 0 2 SBAP ; SBAD
X, 1 0 35 5 0 0 7/5

F, 0 0 -69/10 1/5 -312 1 38/5

f(X) 0 0 -157/101 -7/5 -5/2 0 99/5 Solug&o ptima

Solucdo Optima do Primal: XT= [ X; X, X,

O modelo Original é:
Min f(X) = 7x; + 5%, - X5

S.a.

OXq

X1

3X,
2%y - OXg
3X,
Xq, X9, X3

IAN IV IV

v

F, F, F,1=[7/5,2,0,0,0,385] ;Minf(X)=99/5

7
4
3
0

As restrigdes logicas do Dual sdo y, ,y, >0 ey, <0 pelo que a leitura dos coeficientes da equacdo de f(X)

no quadro Gptimo calculado tem que obedecer a estas restricdes (notar que se alteraram restrigdes do

modelo original...).

Solugdo Optima do Dual: YT=[y; Y, Y3 ¥4 ¥5 ¥s1=[7/5,5/2,0,0,0,157/10] ; Maxg (Y')=99/5

a.

Modelo proposto:

Max f(X) = x; + X,

S.a.

+ 2%
+ X
Xp s Xy

vV A
NN

0

vV

Multiplica-se por “-1" a segunda restricdo técnica do tipo “>" para ficar do tipo “< “ e assim evitar a necessidade

de recorrer a técnica das variaveis artificiais:

-Xl
X

+ 2%
X2
X1, Xy

< 4
< -1
> 0
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Quadro Inicial
VB X X, F F, VSM Obs.
A 1 2 1 0 4
F, 1 1 10 1 1
X) 1 1 0 0 0

Dispomos de Solucéo Basica Nao Admissivel do Primal (SBNAP).

Atendendo que o quadro é de uma maximizacdo a leitura das variaveis auxiliares do problema Dual é feita

directamente no quadro (-1, -1) o que ndo é admissivel pois as varidveis auxiliares sdo utilizadas com a restricdo
l6gica de ndo negatividade.

Temos pois uma Solugdo Basica Nao Admissivel do Dual (SBNAD) pelo que o Dual-Simplex ndo pode ser
utilizado.

E necessario recorrer a uma restricdo artificial em que o primeiro membro é a soma das variaveis do Primal que
sdo complementares das varidveis duais cujo valor corrente ndao € admissivel.

Neste caso existindo y, =y, = -1, que sdo complementares das variaveis x, € x, , a restri¢ao artificial é:
X, +x, <M (big M)
Esta restri¢do, que na forma-padrdo do Simplex € x, +x, + x, =M (x, é a variavel de folga), é agora registada no

quadro inicial (problema aumentado) e usada para efectuar a transformagdo linear que permitird obter uma

solucdo basica admissivel para o problema Dual e assim reunir as condi¢fes necessarias para utilizar o método

Dual-Simplex.
Quadro Inicial aumentado
VB X, X, | F F, 0 % | vsM Obs.
F, 1 2 11 0 | 0 4
F, 1 1 1 0 1 1 0 1
X, 1 140 0 | 1 1
(X) 1 -1 0 0 0 0

Transformacao Linear obrigatdria

A variavel x, troca com a variavel do Primal, presente na restricdo artificial, que € complementar da variavel

auxiliar do Dual com valor “mais inadmissivel” (valor negativo com maior valor absoluto).

Neste caso, ha empate, podendo escolher-se x, ou X,.
Escolhendo x, decide-se:
Entra x, ; Sai X,

No novo quadro vamos dispor de uma Solucdo Basica Admissivel do Dual (SBAD) pelo que podemos utilizar o
método Dual-Simplex:
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VB X, X, | F F, X VSM Obs.

X 1 1 {0 0 1 M SBNAP ; SBAD
F, 0 3 11 0 1 4+M SaiF,

F 0 2 i 0 1 -1 -M-1 Entra x,
(X) 0 0 i 0 0 ! 1 M

X, 0 1 1 0 102 1 12 | MI2+1/2 | SBNAP; SBAD
X 1 0 | 0 2 01| MR- SaiF,

F, 0 DI 32 1 12 | -MR2+512 Entra x,
(X) 0 0 | 0 0 | 1 M

X 0 0o i -2 3001 M-5 SBAP ; SBAD
X, 0 11 10 3

X, 1 0 1 2 0
f(X) 0 0 2 3 0 Solugdo 6ptima

Nota final: veja-se que x, retornou & base do que resulta valor finito para as variaveis do modelo presentes

0

na restrigéo artificial. Quando ocorre esta situagéo a linha e coluna de x, podem ser eliminadas. Porqué?

0 modelo Original é:

Max f(X) = x; + X,

S.a.
X1:% > 0

As restrigdes logicas do Dual sdo y, >0 ey, <0 pelo que a leitura dos coeficientes da equagdo de f(X) no

quadro optimo calculado tem que obedecer a estas restricdes (notar que se alteraram restricdes do modelo
original...).

Solucdo Optimado Dual: YT=1[y; ¥, y3 ¥,1=[2,-3,0,0] ;Ming(Y)=5
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As situacOes que podem surgir sdo:

18 Problema aumentado tem solucdo Gptima admissivel:

e Variavel de folga da restricdo artificial (x) € VB
Solugéo optima do problema aumentado € solugdo optima do problema original (so x,, tem valor

ilimitado)

e Variavel de folga da restricao artificial (x) € VNB

O problema original, em regra, ndo tem solucdo 6ptima finita (uma ou mais das variaveis da

restricdo artificial se forem VB tém valor ilimitado...)

22 Problema aumentado ndo tem solucGes admissiveis:
O problema original também as nao tem.
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