MATRIZES

Uma Matriz é uma tabela designada por letra maitiscula com a indicagao do nimero de linhas e colunas.

8y 8y a13 ’
Exemplo damatriz A, =| a,, @, a,
% 8, ay)

Os elementos da matriz estéo referenciados pelos indices de linha e coluna.

Adiagonal (a1 — azz) €aPrincipal e a (a3, — as3) € aSecundaria

OPERAGOES COM MATRIZES
Varias areas da matematica, como algebra linear, geometria e computacéo grafica recorrem a matrizes pelo que é necessario

saber operar com as mesmas.

1. Adi¢ao de Matrizes
Sé podem adicionar-se matrizes da mesma ordem (nimero igual de linhas e colunas).
A adicéo é feita somando os elementos correspondentes das matrizes:

1 2

3 4 comamatrizB=[§ 6]

Exemplo da Soma da matriz A = [ 3

A+B:[§ i+§ g]:[éig iig]:[fo 182]

Nota: A Soma de Matrizes ¢ COMUTATIVA ou seja A+B = B+A

2. Subtracgao de Matrizes
Tal como a adigdo também a subtraccdo exige matrizes da mesma ordem.

A subtrac¢do é feita subtraindo os elementos correspondentes das matrizes:

Exemplo da Subtragdo da matriz A = [é i com amatriz B = [g g

a=s=[3 3=l sl=l25 S281-10 2

Pode optar-se por somar a matriz simétrica:

—67_ [—4 —4]

A—B=A+(—B)=[é i]+[:§ 8l 7 l-4 -4

Nota: A Subtracgdo de Matrizes NAO E COMUTATIVA.

3. Multiplicagao de Matrizes
S6 é possivel multiplicar [Ay,xn] X [Byxq]

n_.n

p" de linhas da matriz B

n_n

se o numero "n" de colunas da matriz A for igual ao nimero

Amatriz C = A X B tem o niimero de linhas de A e o nimero de colunas de B

[Amxnl X [Bpxq] = bimxq



NamatrizC =AXB
cada um dos elementos c;; € a soma dos produtos da linha "i" de A com os da coluna "j" de B

Assim, por exemplo, c;; = soma dos produtos dos elementos da linha 1 de A com os da coluna 1de B
e ¢13 = soma dos produtos dos elementos da linha 1 de A com os da coluna 3 de B

Exemplo da Multiplicacdo da matriz A = B i] comamatriz B = [5 6]

7 8

axe=[3 4x al=lxstal sketaxel=ls s

Outro exemplo 3x2 2x4 3x4
N T L T
[ 1 0] X [2 1 2 0] = [1 -1 0 1 ] Produto possivel (2 colunas para 2 linhas...)
-1 2 3 3 4 -1

Outro exemplo 2X4<4—»3x2

1 -1 01 2 1

[ X1 0 Produto impossivel (4 colunas para 3 linhas...)

2 1 20 1 2

A Multiplicagado de Matrizes néo é comutativa

4. Multiplicagdo da matriz por um Escalar
Cada elemento da matriz € multiplicado pelo escalar:
o1 2 _ _ 1 27_13%x1 3x271_[3 6
Seja A = [3 4] eoescalar A = 3. O produto A XA =3X [3 4] = [3><3 3><4] = [9 12]

5. Matriz Transposta

A transposta da matriz A é AT obtida trocando as linhas pelas colunas:

1 3

Seja A = [é i] entdo AT = [2 A

(12 linha passa a 12 coluna; 22 linha passa a 22 coluna)
6. Determinante de uma Matriz
O determinante é um valor associado a uma matriz quadrada.

No caso da matriz quadrada de ordem 2 o determinante é igual a diferenca entre os produtos dos elementos da diagonal
principal e da diagonal secundaria.

Seja A = [é

i] entio Ay = (1x4)— (3x2) = —2
O determinante é importante para calcular a matriz Inversa e ainda para averiguar se esta existe.

2 =10
Considere — se o sistema de equagoes {4;:2); — 20 onde nido ha independéncia linear porque a 28

equacdo é multipla da 12, sendo portanto redundante.



0 determinante da matriz é nulo: (2 X 2) — (4 x 1) = 0, dado nio haver redundancia

3

1] e determinante A = —5

que tem 2 vectores [;] e [

2 1]

Consideremos agora a matriz A = [

Graficamente temos:

-1

E evidente que os dois vectores sdo linearmente independentes. Havera alguma relagdo com o determinante da matriz?

Calculando areas temos:
Area AFDM=3x4=12 ;: AreaEFGH=JKLM=1; Area AEH=DJK=1 ; AreaDGH=AJL=15
Area do paralelogramo AHDJ =12-1-1-1-1-15-15=5

Verifica-se que a area do paralelogramo é igual ao Valor Absoluto do determinante da matriz

Se ha independéncia linear ha paralelogramo (na matriz 2x2) com area sinalizando determinante nio nulo

7. Matriz Identidade |

E uma matriz Quadrada com todos os elementos da diagonal principal unitarios e os restantes nulos

1 0 0

1 0
Irxo = [0 1] ;o I3xz = [0 1 0]
0 0 1

8. Matriz Inversa
Amatriz InversadamatrizAé A tal que AX A™1 =1

S as matrizes quadradas com Determinante ndo nulo € que tém inversa

Seja A = [i ;].Calculemos A"l = [Z 2] sabendo que [i g] [Z :1] = [(1) (1)]

T 2a+3b 2c+3d71_[1 O
Efectaundo a multiplicagdo temos la+2b c+2d ] = [0 1]

Aigualdade s6 se verifica se ﬁz I 22 ~ (1) ZCC_:_;dd_:lO] .Asolugioéa=2,b=-1,c=-3;d=2

A matriz Inversa é pois A™1 = [_21 _23]



9. Caso particular da Inversa de uma Matriz 2 x 2

Seja A = [Z Z] . O determinantede Aé A = (ad — bc).

Sendo A = [i :g] o determinante é A =[2 X (=2)]—[1 x (—6)] =2

Para Inverter a matriz A = [2 _6] com determinante A = 2

1 -2
12 trocam — se os elementos da diagonal principal ficando [_12 _26]
22 multiplcam — se por-1 os elementos da diagonal secundaria ficandoA = [:i g]

32 dividem — se todos os elementos pelo determinante A = 2 da matriz

2 6 _[—1 3

-1 _
at=2x|77 )= 12 1

4

Exemplo: A = [—6

-1 _____1_121_[1 E]
2]comA—S 6=2;A _2[6 4]—3 ;
10. Matriz dos Cofactores

Para cada elemento a;; de uma matriz haum Cofactor associado C;j = (—1), M;;

nen "en

M;; é o determinante da matriz que se obtém quando na matriz A se elimina a linha "i" e a coluna "j

Exemplo do calculo do Cofactor C,,associado ao elemento a,; da Matriz seguinte:

A= 2 -1 - elemento a11: eliminar a linha 1 e a coluna 1

- calcular o determinante da matriz restante = (2 x 0) = (3 x (-1)) =3

€11 = (—11+1)-M11 =(-1).(3) =3

Calculo da matriz dos Cofactores da matriz A:

_ _q1+1|2 -1 _ _ _q142|0 -1} _ _ _4143|0 2} _ _
i =-1"1]7 =3 Cip = —112]) M| =2 Cia=—113]) 2| =-4
-1 1 1 1 1 -1
Cyy = —12*1 3 ol=3 Cypy = —12+2 |2 ol =2 Cpz = —12+3 |2 3 | S
-1 1 1 1 1 -1
Csy = _13+1| , _ql=-1 Csy = —13+2 |0 _1| -1 Cg3 = —13+3 |0 ; | =2

3 -2 -5
-1 1 2

Matriz dos cofactoes da matriz A =

3 -2 —4]



11. Matriz Adjunta e Matriz Inversa da matriz “A”

A matriz Adjunta da matriz A é a matriz Transposta da matriz dos cofactores dos seus elementos

3 3 -1
Recorrendo a matriz do nimero anterior a matrz Adjunta, Adj(A) = [Cij]T = [— 2 =2 1 ]
-4 -5 2
A matriz Inversa da matriz “A” obtém-se dividindo a matriz Adjunta de “A” pelo determinante desta que é A =1

1 1[33—1][33—1]
Al = XAdj(A)==x|-2 -2 1|=|-2 -2 1
det(4) Tl 4 5 2 4 -5 2
12. Regra de Sarrus para calculo do Determinante de matriz de ordem 3
Vejamos como foi calculado o determinante da matriz anterior (3 x 3)
1 -1 1
0o 2 -1

2 3 0

A=

Para aplicar a regra de Sarrus é necessario:

- aumentar a matriz, a direita, com as suas duas primeiras colunas

1 -1 11 -1
0 2 -—-1(0 2
2 3 0fl2 3

- tragar as diagonais paralelas a diagonal principal e somar os produtos dos seus elementos

— 1
0
2 3
- tragar as diagonais paralelas a diagonal secundéria e somar os produtos dos seus elementos

1 -1
20/{1 2 2x2X1+ 3X(-DXx1+ 0x0x (-1 =1
2 3

- 0 determinante da matriz é igual a diferenca entre os somatorios principal (2) e secundario (1), sendo A=2-1=1

1x2%Xx0+ (-1)Xx(-1)x2+1x0x3=2

13. Calcular a matriz Inversa - Método de Gauss-Jordan

Inicia-se com a matriz original Aumentada com uma matriz Identidade adjacente.

Seja amatriz A = [—46 _21] .Ha Inversa? Calcular o determinante que é A = 8 — 6 = 2 # 0. Ha Inversa

Matriz Aumentada [—46 _21|é (1)

Recorre — se a transformagdes lineares para obter a matriz: [é (1) CCL Z] onde teremos

e



Veja-se passo a passo como aplicar o método.

1° PASSO - TRANSFORMAR A 12 COLUNA para obter o vector : (1)

@ 110
€9 2 o 1

Parater a, =1divido a1?linha por 4 e tenho a linha Pivot :

41 -1 1
Z_l 4 4 0

Para ter a,, = 0 multiplico a actual linha Pivot por 6 e somo com a 22 linha

6x1+(-6)=0 6x(-1)+2=1 6x(})+0=2 6x0+1=1

2

_1
Fim do 1° Passo (12 coluna pronta): C;) a

Njw M-

N

2° PASSO - TRANSFORMAR A 27 COLUNA CORRENTE

Para ter a,, =1divido a 22 linha por % e tenho NOVA linha Pivot :

0 12 _, 3/2_, 1

1/2 172 ~ 1/2 ° 1/2

Temos agora: 4

0O 1 3 2

. : : 1 .
Para ter a,, = 0 multiplico a actual linha Pivot por 2 e somo com a 12 linha

2x0+1=1 x1+(-7)=0 £x3+:=1

4 4

x2+0=

ENE
N[

N N=

0
Fim do 2° Passo (22 coluna pronta): .

1
0

Matriz Inversa A =

*
*
N M=



14. Exemplo do calculo da matriz Inversa pelo método de Gauss-Jordan

2 =2 1
0 1 -1

2 =2 0

A=

12 Aumentar a matriz a direita com matriz Identidade

2 -2 111 0 O
0 1 -110 1 O
2 =2 010 0 1

22 Transformar linearmente o conjunto de vectores para obter a Matriz Identidade a esquerda

Deciséo Obs.

A 2 -2 1 1 0

B 0 1 -1 1

C 2 -2 0 0

D =dividir linha A por 2 -1 112 12 0 0

E = multiplicar linha D por 0 e somar a linha B 1 -1 0 1 0

F = multiplicar linha D por -2 e somar a linha C 0 -1 -1 0 1 1* coluna pronta

H = multiplicar linha G por 1 e somaralinha D 1 -2 112 1 0

G =dividiir linha E por1 0 -1 0 1 0

| = multiplicar linha G por 0 e somar a linha F 0 -1 -1 0 1 | 2% coluna pronta

K = multiplicar linha J por (1.5 & somar a linha H 1 0 0 1 1 -2

L = multiplicar linha J por 1 e somar & linha G 0 0 1 1 -1

J=dividir linha | por -1 0 0 1 1 ] -1 3 coluna pronta
1 1 -1/2

AmatrizInversadeAé A '=|[1 1 -1

1 0 -1

15. Caracteristica da matriz

A Caracteristica indica 0 nimero maximo de linhas ou colunas linearmente independentes da matriz quadrada ou

rectangular.

Para calcular a Caracteristica da matriz é necessario escalona-la.

Uma matriz considera-se escalonada, se satisfaz as seguintes condigdes:

- Todos os elementos abaixo de cada pivo sdo nulos

- se uma linha contém apenas zeros, ela deve estar abaixo das linhas que contém elementos n&o nulos
- 0 pivd de uma linha esta sempre a direita do pivé da linha anterior (ou seja, eles “escalam” para a direita
ao descer pelas linhas da matriz).



Passos para escalonar uma matriz:
- Escolha de um pivé: O pivo é o primeiro elemento ndo nulo de uma linha. Se a primeira coluna tiver um
numero diferente de zero, esse sera o pivd da primeira linha.
- Criar zeros abaixo do pivo: Usando operagdes elementares, subtrair maltiplos da linha do pivé das linhas
abaixo, de modo a criar zeros abaixo do pivo.
- Repetir para as linhas seguintes: Passar para a linha seguinte e repetir o processo, criando pivés nas
colunas subsequentes e anulando os elementos abaixo desses pivos.
- Colocar as linhas nulas (se houver) no final: Se houver linhas compostas inteiramente por zeros devem

ser movidas para o final da matriz.

Exemplo:
L1 dividir por 4 4 -2 )
-8 4 -10
2 2
1 05 125
-8 4 -10
1 2 2
Movas linhas 2 e 3 1 05 125
Linha 1x(8) + linha 2 anterior 0 0 0
Linha 1x (-1} + linha 3 anterior 0 25 075
1 05 125
0 25 075
Linha de zeros passou para ultima linha 0 0 0

Matriz escalonada:

- ha zeras abaixo de cada pivd.

- cada pivd esta a direita do pivd da linha anterior.
- duas linhas néo totalmente nulas

- Caracteristica da matrizigual a 2

Notas: na matriz ha pois 2 linhas linearmente independentes (veja-se que a 22 linha é multipla da 1?).

Uma linha diferente de zero tem pelo menos um dos elementos diferente de zero

P.S Internet (calculadoras para Algebra) : https:/www.emathhelp.net/pt/calculus-calculator/
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