Método Dual Simplex

VIIl. METODO DUAL-SIMPLEX

1. Introducéo
Uma solugéo gerada pelo método Simplex s6 € Optima se satisfaz simultaneamente dois critérios:

e  Critério de Admissibilidade: as variaveis basicas tém valor ndo negativo

e Critério de Paragem: na equacdo da funcdo objectivo no quadro do Simplex, os coeficientes das variaveis

de decisdo e de equilibrio s&o todos ndo negativos (Maximizac¢do) ou ndo positivos (Minimizag&o)

A qualquer solugdo do problema Primal que satisfaca o Critério de Admissibilidade esta associada uma solucéo do
problema Dual que satisfaz o Critério de Paragem.

A qualquer solugdo do problema Primal que satisfaca o Critério de Paragem estd associada uma solugdo do
problema Dual que satisfaz o Critério de Admissibilidade.

Comparemos os quadros Simplex de solu¢des N&o Optimas dos problemas seguintes:

Problema Primal Problema Dual
Max f(X) = 6x, + 8, Min g(Y) = 300y, + 110y,
sa.  30x, + 20, < 300 sa. 30y, o+ %, > 6
5%, + 10x, < 110 20y, + 10y, > 8
X110 %) 2 0 Y ¥, 2> 0
Solucdes associadas (complementares) dos problemas Primal e Dual
Problema Primal Problema Dual
VB | X, X | F F, |vSM VB[ Y1 Yo i Vs Yy @A A |VSM
FFl20 0i 1 -2 |80 Y, | 2 1410 Hyio Y|
| Y 10 Uyl ; [0 0 i1 Wi Y| -2
()] 240 | 0 |88 ov)|-80 0 i o0 110 11|88

Satisfaz o Critério de Admissibilidade
Né&o satisfaz o Critério de Paragem

Satisfaz o Critério de Paragem
Nao satisfaz o Critério de Admissibilidade

A mudanca da base no problema Primal implica:

Nova VB : X,

Nova VNB : F,
No Dual a variavel auxiliar y, & complementar da variavel de decisdo x, do problema Primal.
Se x, entra para a base corrente do Primal entdo y, sai da base corrente do Dual (mantém-se x,y, = 0).
No Dual a variavel de decisdo y, € complementar da variavel auxiliar F, do problema Primal.

Se F, sai da base corrente do Primal entdo y, entra para a base corrente do Dual (mantém-se F,y, = 0).
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Os quadros resultantes destas decisfes sdo 0s seguintes:

Problema Primal Problema Dual
VBl x x I F F |vsu VB | Yy Y, iV Yy A A |vsu
x| 1 0 o o | 4 i1 0 E_llzo g Uy o | o
X | 0 1 Y Py | 9 Yo | 0 1 Yo Sy 5'1/10 32 3/5
)| 0 0 iy s | 96 av)| 0 0 -4 -9 i a4 9 | %
Satisfaz o Critério de Admissibilidade Satisfaz o Critério de Paragem
Satisfaz o Critério de Paragem Satisfaz o Critério de Admissibilidade

Porque as duas solugdes satisfazem simultaneamente os dois critérios as soluges associadas s&o Optimas.

As relacOes de complementaridade Primal-Dual sdo, como vimos, o fundamento do método do Dual-Simplex.

2. Método do Dual-Simplex
Admitamos agora que, dispondo do quadro 6ptimo do problema Primal pretendemos estudar as consequéncias da

alteracéo do 2° membro da 12 restricdo de 300 para 200.

Recorrendo & versao matricial do Simplex recalculamos A; B e o valor de f(X) obtendo a solugéo seguinte:

VB X, X, F, F, VSM
X1 1 0 Yso i -1
X, 0 1 = 3, 2,

f(X) 0 0 Yo 3, 86

Esta nova solugéo do problema Primal :
e ndo e admissivel (x; <0)
e satisfaz o critério de paragem porque todos os coeficientes na equacdo de f(X), do quadro Simplex,

sa0 ndo negativos

A solugéo Dual associada:

e ndo satisfaz o critério de paragem porque ha coeficientes positivos na equagdo de g(Y) do quadro
Simplex associado

e satisfaz o critério de admissibilidade (y, =%, ;y, =% y,=y,=0)

Diremos que no quadro do Primal temos uma SBNAP (Solugdo Bésica Nao Admissivel do Primal) e uma SBAD

(Solucéo Basica Admissivel do Dual).
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Método Dual-Simplex

S6 pode ser utilizado quando no quadro do Primal existe uma SBNAP associada a uma SBAD

(Dual-Simplex sugere o uso do Simplex no quadro Primal mas resolvendo o problema Dual associado)

Para melhor apreender o método Dual-Simplex vamos fazé-lo na presenga dos quadros Simplex associados dos
dois problemas:

Problema Primal (Max) Problema Dual (min)
VB | X, X | FF, |VSM VB Yy Yo iVs Yy i A A |VSM
! 1 0 o My | -1 Y1 1 0 5'1/20 Y40 Yoo Mo | tho
X | 0 1 Mo ¥l | Py Yo | 0 1 Yo Mo ¥y | s
)] 0 0 Uy 5| 86 gV | 0 0 i1 Fhia B g
Y5 Yo Y1 Y R X1 %
SBNAP SBAD
SBAD SBNAP

Para prosseguir a optimizagédo no quadro Dual;

O entra para a base a variavel y, porque tem o maior coeficiente positivo em g(Y)

o saidabasey, (menor ‘ratio” ndo negativa (3/5) / (y,) = 6)

Para reproduzir esta mudanca de base, actuando no quadro do Primal, é necessario decidir do seguinte modo:

e saida base a variavel x, ( € complementar de y, que entra para a base do problema Dual)

e entra para a base a variavel F, (€ complementar da variavel y, que sai da base do problema Dual)

Deste estudo comparativo, conclui-se que é possivel resolver o problema Dual actuando apenas no quadro do
problema Primal (0 que justifica designar o método por Dual-Simplex).

Da sequeéncia de decisGes que obtivemos para o quadro Primal (sai x, ; entra F,) podemos estabelecer que no

Dual-Simplex a mudanca de base, no quadro Simplex do problema Primal, é efectuada com a seguinte sequéncia.:

1° Seleccionar a varidvel que sai da base corrente

2° Seleccionar a variavel que entra para a nova base
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Método Dual Simplex

3. Dual-Simplex : Seleccionar, no quadro Simplex do Primal, a variavel que sai da base
O critério a utilizar deve garantir que se reduza ou anule a ndo admissibilidade da solug&o do problema Primal.
Se a falta de admissibilidade decorre da existéncia de VB com valor negativo, deve sair da base a VB com valor

mais negativo.

4.  Dual-Simplex: Seleccionar, no quadro Simplex do Primal, a variavel que entra para a base

Retomemos os quadros associados anteriores:

Problema Primal (Max) Problema Dual (min)
VB| X, X | F F, [vsu VB | Yy Y, i Vs Yy i A A |VsM
X1 1 0 oo o | L Y1 1 0 5'1/20 Yo Yy Mg | tho
X, | 0 1 Mo ¥ | Z Y1 0 1 Yo Sy thy Sy | s
)] 0 0 Yy U |86 | 0 01 Bhia | g
F F X X

y3 y4 y1 yg M ) 1 2

Mudanca de Base no quadro do Dual

Entra y, : coeficiente mais positivo em g(Y)
6

Saiy, : menor “ratio” ndo negativa € (%)/(%)

Estudada a mudanca de base no quadro do Dual examine-se o quadro associado do Primal para encontrar o critério

da escolha da variavel que deve entrar para a base (sabendo ja que a variavel que sai da base € x).

A "ratio" minima, em valor absoluto, é

G] /(;—;j ‘ = 6 que se estabelece na coluna de F.,.

Porque é necessario que no quadro seguinte a solugdo continue a satisfazer o critério de paragem (todos os
coeficientes da equacdo da fungdo ndo negativos) a regra para escolher a varidvel que entra para a base é a

seguinte:

Dual-Simplex : Escolha da nova VB no quadro do Primal

Equacdo-pivot : equacdo da varidvel que sai da base

Entra para a base a variavel onde se verifica 0 menor valor absoluto das "ratio" estabelecidas entre

os coeficientes na equacdo da funcdo objectivo e os coeficientes negativos da equagéo-pivot.
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Apliquemos esta regra no quadro do Primal onde se decidiu que x, sai da base:

Problema Primal Problema Dual
VB| X, X | F  F [vsu VB | Yy Y, i Vs Yy i A A |vsM
X |1 0 ;1/20 My | -1 Yo | 1 0 ;'1/20 s ;1/20 My | o
X | 0 1 5'1/40 3y | #, Y1 0 1 51/10 3y 5'1/10 3y | s
)] 0 0 Yy I |86 ol 0 01 Bhia B g
s Yo V1 Y, FooR 0%
Equagdo-pivot : linha de x,
S6 h& um coeficiente negativo para
divisor...
“Ratio(s)” em valor absoluto:
@)/G)=6
Sai da base a variavel F,
No quadro seguinte o coeficiente de x,, na
equacdo de f(X), serd “6” (valor da “ratio”)
Problema Primal Obs.
VB| % X% | F F, |vsM
X | 10 iUy Uyl Sai x,
X, | 0 1 5'1/40 80 | 2, Entra F,
)| 0 0 iU U |86
Fl-10 0 (% 1|10
| % 1 iU o |10
)| 6 0 (% 0 |8 | NovoOptimo
'x 1 T0]
Solug&o dptima do problema Primal: X~ = ): = 1(;) s Max f(X")=80
1
| F | |10
T _%_
Solugao dptima do problema Dual: Y™ = 3’2 = (6) s Min g(Y ") =80
3
LYal [O]

Notar que a admissibilidade da nova solu¢do é consequéncia da divisdo da equacdo “pivot” por um coeficiente

negativo (eis porque se escolhe um valor negativo para divisor da “ratio”...).

Aconselha-se o leitor a iterar no quadro do problema Dual e comparar o quadro dptimo com o que foi calculado

para o problema Primal.
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RESUMO DO METODO DO DUAL-SIMPLEX

CondicOes necessarias para aplicar o Dual-Simplex no quadro do problema Primal

e A Solucdo Basica do Primal, ndo é admissivel (SBNAP)

e A Solugdo Basica do Dual, é admissivel (SBAD)

Ter sempre em atengéo o seguinte:

e seasolucdo Primal satisfaz o critério de paragem, a solu¢do Dual é admissivel

Varidvel que sai da base da solu¢éo do Primal

e Variavel Basica com valor negativo de maior valor absoluto (mais negativa)

Varidvel que entra para a base da solugéo do Primal

Considerando “pivot” a equacdo (linha) da VB que sai da base:

Entra para a base a varivel onde se registar o menor valor absoluto das “ratio” entre os

coeficientes da funcéo objectivo e os coeficientes negativos da equacéo "pivot”.
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6. EXEMPLO DE APLICACAO (Maximizac&o da fungao objectivo)

Considere-se a seguinte solucdo da Maximizacao de f(X) = - 4x, - 2x, - 3x;!

VB X X My Fy F) Fs VSM
Xy 0 1 Y, 0 0 i, 3
F, -1 0 , 1 0 2, -1
F, 2 0 3 0 1 0 5
f(X) 4 0 I 0 0 2, 6

A solucdo ndo é admissivel (SBNAP).
A solucdo satisfaz a regra de paragem pelo que a solucdo do Dual é admissivel (SBAD).

Pode aplicar-se, neste quadro, 0 método Dual-Simplex para progredir no célculo da solugdo dptima.
Estudo da mudanga de base:

e Quem sai da base?
Variavel F, por ser a VB com valor mais negativo. A linha de F, € a equagdo “pivot’ para escolha dos
divisores para estabelecer “ratios”

e Quem entra para a base?

Variavel X, porque das “ratios” com divisor negativo 4 7/3 3 de menor valor absoluto & 7 (coluna de x,)

-27-3 9
Nova solucéo:
VB Xy Xy X3 Fy F, Fs VSM
X3 2, 0 1 0 1, 0 l
X, 2, 1 0 0 Y, Y, 2,
Fy s 0 0 1 g l; s
f(X) g 0 0 0 Iy 8 *ly

A solugdo ndo € admissivel (SBNAP).
A solucdo satisfaz a regra de paragem pelo que a solugdo do Dual é admissivel (SBAD).

Pode aplicar-se, neste quadro, o0 método Dual-Simplex para progredir no célculo da solugdo dptima.
Estudo da mudanca de base:

e Variavel que sai da base: F, (€ a VB com valor mais negativo). A equagdo “pivot” € a linha desta VB.

e Variavel que entra para a base: F, porque,

22/9 2/3

“Ratios” com divisor negativo : R
-7/9 -2/3

“Ratio” com menor valor absoluto:

- 2,—1‘ =1 nacoluna de F,
7
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Nova solucéo:
VB X X, Xq F F, Fs VSM
Fs T 0 0 °I, s 1 %,
Xs s 0 1 0 1, 0 %,
X, Ys 1 0 1, Yy 0 9,
f(X) A 0 0 1 2, 0 34, Optimo
%] [0
| |3
Solug&o 6ptima do problema Primal: X * = ): = i ;Max f(X) = -3
1
F, 0
F] L3
ThEEh
Yo| | %
Solugdo Gptima do problema Dual: Y' = 53 = (5) ; Min g(y*) = —%
4 3
Ys 0
LYs] LO]
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7. EXEMPLO DE APLICACAO (Minimizac&o da funcéo objectivo)
Resolver 0 modelo seguinte recorrendo ao método Dual-Simplex:
Min f(X) = 7x; + 5X, + X5

s.a.
5%y - N > 7
2% - SX3 > 4
X - 3K < 3

Multiplicando as duas primeiras restricbes por “-1" temos:

-5X; + N < -7
- N o+ B3 < -4
X - 3 < 3
X, X, % > 0
Quadro Inicial:
VB Xy X X3 F F, Fs VSM
F, -5 0 3 1 0 0 -7
F, 0 -2 5 0 1 0 -4
F, 1 -3 0 0 0 1 3
f(X) -7 -5 -1 0 0 0 0

A solugdo ndo € admissivel (SBNAP).

A solucdo satisfaz a regra de paragem, em minimizagao, pelo que a solucédo do Dual é admissivel (SBAD).
Pode aplicar-se, neste quadro, o0 método Dual-Simplex para progredir no célculo da solugdo dptima.
Estudo da mudanca de base:

e Variavel que sai da base: F, (€ a VB com valor mais negativo). A equagdo “pivot” € a linha desta VB.
e Variavel que entra para a base: x, porque € a Unica que tem coeficiente negativo na equagdo “pivot”; a

“ratio” 6ptima é 7/,

Nova solucéo:
VB X 5 X3 Fy F, Fs VSM
3 -
X 1 0 ls s 0 0 ls
F, 0 -2 5 0 1 0 4
3 8
Fy 0 3 Is 'l 0 1 ls
f(X) 0 -5 2, KA 0 0 M

Aplicando o Dual-Simplex sai da base a variavel F, e entra para a base a variavel x,.
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Nova solucéo:
VB X X, Xq F F, Fs VSM
X, 0 1 1, 0 1, 0 2
3 1 7
-69 3 38
F 0 0 " Y, /, 1 I
f(X) 0 0 iy Ty *l 0 %, Optimo
ERE:
X, 2
o . X 0 . .
Solucdo 6ptima do problema Primal: X = = . = 0 ;Min (X)) =%
1
F, 0
Rl [
_%_ _%_
Yol | 3
2 Anti . * y3 0 . * 99
Solugdo Optima do problema Dual: Y = = NE Max g(y )=%
Y4
Ys 0
Yo | |5

Notar que as 12 e 2@ restrices do modelo foram alteradas para gerar uma SBNAP associada a uma SBAD e assim
poder aplicar o método Dual-Simplex.
No quadro 6ptimo obtido, para efectuar correctamente a leitura da solu¢do Dual, é preciso considerar as restricdes
l6gicas deste problema associadas ao modelo Primal ndo modificado. O modelo Dual é:

Min f(X) = 7, + 5X, + X3

s.a.
5%, - 03X o> T Variavel dual associada € y, > 0
2%, - 5% > 4 Variavel dual associada € y,> 0
;g - 3% < 3 Variavel dual associada éy, < 0
Xi, X0, X3 > 0

O valor das variaveis duais tem pois que ser feito a luz destas conclusdes ou seja |é-se no quadro Primal:

-7 xn T _5 5y 5 - -
y,='lcendo "l ; y,=7,endo >, ; y,=0
Notar ainda que o valor de varidveis auxiliares é sempre nao negativo pelo que se lé:
-y =0 -y =177 xn 177
Y4 =¥s=0 3 Yg="""gendo =,

Deixa-se ao leitor o cuidado de conferir estes valores nas equagdes da forma-padréo do problema Dual.
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8. EXEMPLO DE APLICACAO (Problema Dual com Solucdo Indeterminada)
No capitulo VII foi apresentado o exemplo seguinte:
Max f(X) = x, +2x, + X,
s.a.
2%, +2X, + X, <4
2X, + X, <4

X)Xy, X3 =0

com o seguinte quadro optimo:

VB | X% X, X3 F F, | Termo Independente
X, | 1 1 1, 1, 0 2
Fl2 o o 4 1 0
)| 1 0 0 1 0 4

A solucéo basica do Primal é degenerada.

Na base corrente € possivel trocar a variavel F, pela variavel x, recorrendo ao método Dual-Simplex.

A solucéo do problema Primal ndo se altera com a mudanga da base porque é uma solucdo degenerada mas
0 mesmo nao sucede com a solucdo do problema Dual dado que a mudanca de base referida esta associada
uma “ratio” absoluta ndo nula (1/2). Este valor sera o novo coeficiente da variavel F, e portando o novo valor de
uma das variaveis do problema Dual.

Em suma, o problema Dual tem solu¢do Optima indeterminada sendo pois necessario obter outra solu¢do
sabendo que sai da base a variavel F, (equagdo “pivot” € a linha desta VB) e entra para a base a variavel x,

(‘ratio” diferente de zero...).

O quadro da nova solugao é:

VB | X X, X3 F F, | Termo Independente Obs.

X | 1 0 o Mo, 0

X, |0 I A A 2

fx)| 0 0 0 Y, 4, 4 Novo dptimo Dual

Obtiveram-se duas solucdes dptimas para o problema Dual:

Yi = ylz%
Y, =0 yzz%
Y =]y = Yo =|y;=0| 5 g(Y))=g(Y,)=4=Ming(Y")
y4_0 y4:0
L Ys =V _y5=0_

I

A expressao geral das solugBes 6ptimas do problema Dual é entéo:

Ming(Y')=4=1Y, +1,Y, comX, +A, =lek, ,A, >0
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9.  METODO DA RESTRICAO ARTIFICIAL

O método do Dual-Simplex € aplicavel quando se dispde de uma solucdo ndo admissivel do problema Primal
(SBNAP) e de uma solugdo admissivel para o problema Dual (SBAD).

Ha contudo situagBes de Pos-optimizagdo em que pode ocorrer simultaneamente a nao admissibilidade das
solucbes dos dois problemas (SBNAP e SBNAD) o que impede a aplicacdo do método Dual-Simplex como se

conclui no exemplo seguinte:

Max f (X) = -7X; + 5%, + X3

s.a.
2 - N < 4 Variavel dual associada é y; > 0
-2%4 - X < Variavel dual associada e y, >0
g + 3 + X3 < 10 Variavel dual associada é y;> 0
X, X,X3 > 0
Quadro Inicial:
VB X X5 X3 F F) Fs VSM
Fy 0 -2 3 1 0 0 -4
F, -2 0 3 0 1 0 7 SBNAP
Fy 1 3 1 0 0 1 3 SBNAD
f(X) 7 5 1 0 0 0 0

A solugdo do Primal ndo € admissivel (F, e F, tém valor negativo).

A solu¢do ndo satisfaz o critério de paragem pelo que a solucdo do problema Dual ndo é admissivel (a solucdo do

Duale y;=y,=y3 =0;y,=7; y5=-5; ys=-1; 0s valores de ys e y, violam as restricdes ldgicas).

Vejamos como actuar para gerar uma solucao admissivel para o problema Dual e assim tornar possivel a aplicacdo

do método Dual-Simplex:

o |dentificar as varidveis do problema Primal cujos coeficientes, na equacdo de f(X), tém valor nao

admissivel para as variaveis Duais. No exemplo corrente sdo as variaveis X, € X, (sdo ambas

seleccionaveis para a base, na maximizac&o...)
e Considerar a soma das variaveis identificadas com limite superior ilimitado ( “big M" ) e aumentar o
problema original com esta restricao artificial:

X, + X3 < M (ndo altera o espaco de solugBes porque € redundante)

A restricao artificial, na forma padréo, € x, + X3+ X, =M sendo x, > 0 a variavel de folga. Esta equacéo €

inserida no quadro inicial onde também € aberta uma coluna para a variavel x, que é VB da solucdo inicial.
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Quadro inicial aumentado com a restricéo artificial:

VB X 4 X3 Fy F) Fs Xo VSM
FRloo 20 301 0 0 | 0 4
F, 2 0 3 410 1 0 | 0 7
Fs 1 3 110 0 110 10
X 0 1 1 0 0 0 1 M
i | 7 5 1 0 0 0 0 0

A primeira mudanga de base € sempre efectuada entre variaveis da restricdo artificial (x, , x, e X)) e de

acordo com as seguintes regras:

e sai sempre da base a variavel de folga da restricao artificial (x,)

e entra sempre para a base a variavel da restricdo artificial que tem, na equacdo de f(X), o coeficiente

‘mais inadmissivel” para valor de uma variavel Dual. Neste caso entra para a base a variavel x,

(coeficiente “-5")
Desta mudancga de base resultard sempre uma solucdo admissivel para o problema Dual (SBAD) onde se

podera aplicar o método do Dual-Simplex.

Vejamos entdo a 1* mudanca de base:

VB X, X, X; | F F, F Xo VSM Obs.
F 0 2 3 01 0 0 0 4 Obrigatério:
F | 2 0 3 00 1 0 0 7 Sai x,
Fs 1 3 1 0 0 1 0 10 Entra x,
Xo 0 1 1 10 0 0o | 1 M

(X) 7 5 1 0 0 0 : 0 0

X 0 1 1 4 0 0 0o | 1 M SBNAP
F, 0 0 141 0 0 i 2 |-4+2M SBAD
F, 2 0 3 10 1 0 | 0 7

Fo| o1 0 2 10 0 1 ¢ 3 |10-3M

f(X) 7 0 4 0 0 0 5 5M

A solugdo obtida ndo € admissivel para o problema Primal (SBNAP) porque F, e F, tém valor negativo mas, porque

satisfaz a regra de paragem, a solucdo do problema Dual é admissivel (SBAD) podendo agora aplicar-se o método

Dual-Simplex.
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Os quadros seguintes resultam da aplicagdo do método Dual-Simplex:

VB X1 ) X3 F, F, Fs Xo VSM Obs.

X, 0 1 10 0 0 | 1 M | SBNAP;SBAD
F, 0 0 101 0 0 | 2 |-4+2Mm

o2 0 3 0 1 0 | 0 7 saiF,

P | 1 0 2 i 0 0 1 | 3 |10-3v| Entrax,
(X) 7 0 4 1 0 0 0 | 5 5M

Xo Y, 0 2, 0 0 Y, 1| 9+M

x, | Y, 1 Uoio0 0 U0 10/ | SBNAP; SBAD
R4 o T 0 4,40 ¥, SaiF,

Fy | -2 0 3 10 1 0 i 0 7 Entra x,
f(X) %/, 0 2, 0 0 S, 0 50

Notar que a variavel de folga da restricdo artificial (x,) entrou para a base o que conduziu a valores finitos das
restantes varidveis da restricao artificial ( x, =0 ; x, = 1%,).
O elevado valor de x, = M - 10/3 torna-a definitivamente variavel basica pelo que as suas linha e coluna do quadro

Simplex podem ser eliminadas:

VB Xy X, Xg F, F, F; @ X |VSM| Obs.
X3 )0 1 o 0 I, | seaP
X Y, 1 0 0 Yy Y, %/, | SBAD
F, 2y, 0 0 1 T, Z ! A
f(X) "y 0 0 0 4, o 136 | Optimo
%7 707
X, z
X 1
Solucéo éptima do problema Primal: X * = F? = (3) ;Max f(X")=1¢
A8k
K] L0
v [0]
Yol |3
Solugdo 6ptima do problema Dual: Y~ = Ys = 7%4 ;Ming(y )=1¢
Y4 9
Ys 0
[ Ysl [O]
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10. EXEMPLO DE APLICACAO (Restric&o Artificial em problema de Minimizagéo)

Considere-se o0 modelo de PL:
Min f (X) = 7x; + 5X, - X3

s.a.
-5x, + 03X < T Variavel dual associada € y; <0
- 2% + bx3 < -4 Variavel dual associada € y, <0
g - 3 < 3 Variavel dual associada € y;< 0
X(, X, % > 0
Quadro Inicial:
VB X X, Xs F F, Fs VSM Obs.
FRl 5 0 3 01 0o 0 i SBNAP;
F, 0 2 5 10 1 0 4 F, F,<0
Fs 1 -3 0 0 0 1 3 SBNAD
) | -7 5 1 0 0 0 0 Y = -1

Ya “Ys Yo Y1 /) Y3

SBNAP : solugéo do Primal ndo € admissivel (F, e F, tm valor negativo).

SBNAD : solugdo do Dual n&o € admissivel pois a variavel auxiliar dual yg = -1 viola a restricéo logica yg > 0.

A leitura desta variavel € feita na coluna de x, ... pelo que a restricdo artificial a considerar, para obter

uma SBAD, é:
X3<M

que na forma-padréo € x5 + x, = M com X, > 0.

Quadro Inicial aumentado com a restricao artificial:

VB X1 X X3 Fy F, Fs X VSM Obs.

F -5 0 3 1 0 0 0 -7 SBNAP; SBNAD
F, |0 2 5 0 1 0 0 -4 Entra x,

Fs 1 -3 0 0 0 1 0 3 Sai x,

X, 0 0 1 0 0 0 1 M Quadro seguinte
f(X) -7 5 1 0 0 0 0 0 com SBAD

Procede-se agora a primeira mudanca de base entre varidveis da restricdo artificial:

e Saidabase : x, (variavel de folga da restricao artificial)

e Entra para a base : X5 (é, neste caso, a Unica VB da restri¢ao artificial)
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Método Dual Simplex

Desta mudanca de base resulta 0 quadro seguinte onde a solugdo Dual ja é admissivel (SBAD):

VB Xq Xy Fl F2 F3 0 VSM Obs.
X3 0 0 1 0 0 0 1 M SBNAP; SBAD
F -5 0 0 1 0 0 -3 -7-3M | Aplicar Dual-Simplex
F, 0 -2 0 0 1 0 -5 -4 - 5M SaiF,
Fs 1 3 0 0 0 1 0 3 Entra x,
f(X) -7 5 0 0 0 0 -1 -M
Os quadros seguintes resultam da aplicacdo do método Dual-Simplex:
VB X1 Xy X3 Fl F3 XO VSM Obs.
X, 0 2, 0 | 0 0o | 1 Y+ M SBNAP; SBAD
F, 5 9, 0 i 1 0 i 0 =y SaiF,
Fs 1 -3 o 0 1 0 3 Entra F,
Xq 0 '2/5 1 0 0 0 '4/5 (XO € VB ; linha e coluna
podem eliminar-se)
f(X) Ty, 0 0 Y
F, 25,3 2 0 0o 23/3 SBNAP; SBAD
F, 1 -3 0 1 3 Sai X,
Xy 5/3 0 1 0 -7/3 Entra x,
0 | ®, 5 0 0 T
X, 1 0 0 7/5 SBNAP; SBAD
F, 0 2 0 -4 Sai F,
F, 0 -3 1 8/5 Entra x,
f(X) 0 -5 0 49/5
X, 0 1 0 2
X, 1 0 0 7/5
F, 0 0 1 g
f(X) 0 0 0 | 9, Optimo
'y4 'y5 y3
Solucdes dptimas:
EARE: Z]
X, 2 3
* X 0 - * 0 *
X =" :Min f(X") =2 ; Max =9
F 0 (X)=5 0 9y ) ==
F, 0 0
B ¥ o
VIIl-16
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11. EXEMPLO DE APLICACAO (Restricao Artificial em problema com solucéo llimitada)

Considere-se 0 modelo:
Min f (X) =-7x; + 5X, + X5

s.a.
5x, + X < 7
. 2x2 + 5X3 < -4
X, - 3 < 3
XX, X >0
Quadro Inicial da Minimizag&o:
VB Xq Xy Xq F F, Fs VSM
Fy 5 0 3 1 0 0 -7
F, 0 -2 5 0 1 0 -4
Fy 1 -3 0 0 0 1
f(X) 7 -5 -1 0 0 0

SBNAP : solugdo do Primal ndo € admissivel (F, e F, tém valor negativo).

SBNAD : solugdo do Dual ndo é admissivel pois a variavel auxiliar dual y, = -7 viola a restricdo ldgica y, > 0. A

leitura desta variavel € feita na coluna de x, pelo que a restri¢do artificial para obter uma SBAD, € :

X; <M ; na forma-padrdo € x, + X, = M com X, > 0 como variavel de folga.

Aumento do quadro inicial com a restricao artificial e 1* mudanca de base (troca de x, por X,):

VB | x X X3 | F F, Fooi % VSM Obs.

N 3 1 0 0 | o0 7| obtersBAD
F, | o 2 5 i 0 1 0 i 0 4 Sai %,
Pt 3 0 i 0 0 140 3 Entrax,
X 1 0 0o | 0 0 0 | 1 M

0 | 7 5 1 | 0 0 0 | o0 0

X, | 1 0 0 | 0 0 0 | 1 M | SBNAP; SBAD
F,l oo 0 3001 0 0 { 5 | -7+5M | Duak-Simplex
F, | 0 2 5 10 1 0 | 0 -4 Sai F,

F| oo 3 0 i 0 0 14 1 | 3-M Entra x,
f(X) 0 5 1100 0 0 | 7 -TM

X, | 0 1 0 | o 0 U, | I, | -1+ M, | SBAP;SBAD
X, 1 0 0 i 0 0 0 i 1 M Optimo
F, | o 0 3 01 0 0 | 0 |-7+5M

Fo| oo 0 5 | 0 1 A A | 6 2

i) | o 0 1§ 0 0 S, | W, |5 -16M
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Método Dual Simplex

O problema aumentado tem solugdo 6ptima admissivel mas as VB tém valor em fungdo de “big M” pelo que se
conclui que o problema original tem solugdo ilimitada.

De facto, f(X) = -7x, + 5%, + X3 = - 5 - 18M/; — -0 (sem limite inferior)

Esta situagéo ocorre porque x, = 0 (¢ VNB no 6ptimo).

Na equagdo artificial x, +x, =M tem-se x; = M (sem limite superior).

Na funcdo objectivo a parcela “-7x, “ ndo permite que f(X) tenha valor finito.
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TECNICA DA RESTRICAO ARTIFICIAL

O aumento do problema com uma restri¢do artificial pode conduzir as situacdes seguintes:

1% Problema aumentado tem solucdo Gptima admissivel:

e Variavel de folga da restricao artificial (x,) € VB
Solugdo Optima do problema aumentado € solugdo Optima do problema original (s6 x, tem valor

ilimitado)

e Variavel de folga da restricdo artificial (x,) € VNB

O problema original, em regra, ndo tem solugéo Optima finita (uma ou mais das variaveis da restricdo

artificial se forem VB tém valor ilimitado...)

22 Problema aumentado ndo tem solugdes admissiveis:

O problema original também as ndo tem.
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12. AUTO TESTE

a. A solucdo dptima do problema Primal a seguir apresentado é Unica (ver quadro 6ptimo)

Max f(X) = 3x, + 4x,

s.a. X + X, < 2

X, + 2X, < 4

X; 1 Xy > 0

VB | X X% F B ysu

Fooloa 1 1 0 2
F) 1 2 0 1 4
fX)| -3 -4 0 0 0
X 1 1 1 0 2
Foo ] 4 0 2 1 0
fox) | 1 0 4 0 8

Verifique se a solu¢do 6ptima do Dual é Unica ou indeterminada.
Se concluir que a solucdo é indeterminada, apresente a expressdo geral das solugdes dptimas do problema
Dual.
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13. SOLUCAO DO AUTO TESTE
a. A solucéo 6ptima do problema Dual € Indeterminada dado que:

e asolucdo optima do problema Primal € degenerada (variavel basica F, = 0)

e na equacdo onde F, € VB, ha variaveis com coeficiente negativo e € possivel estabelecer

uma “ratio” (Dual Simplex) diferente de zero. Nestas condi¢des, aplicando o Dual-Simplex, é

possivel mudar de base e obter outra solucdo dptima para o problema Dual:

VB | % % i F F | ysy
s 101 0 2
F, ] 1 2 10 1 4
fX) | -3 4 00 0 0
| 1 1 1 0 | 2 Optimo
F,la o2 1] o SaiF,
f(X) 0 . 4 0 | 8 Entra X,
X, 1 0o i 2 1] 0
X, | 0 1 i1 1 2
fX) | o 0 i 2 1 8 Novo Optimo
Y3 Yo N1 Y,
X 0
~ 7 . 7 . . * X2 2 *
Solugdo dptima unica do problema Primal: X = F = 0 ; Max f(X )=8
1
F, 0
Solucdes dptimas do problema Dual:
v ] [4 i ] [2
* y2 O . * * y2 1 - *
Y, = = ; Min =8 Y, = = ; Min =8
=y (7] | Mineen) 2=l |7 o | MinaCt)
Ya 0 Y4 0
Expresséo geral das solugdes optimas do problema Dual:
Min g(Y ) =8
s.a.
Y =a)Y +a,Y,
o +a, =1
a,a, 20

Observe a geometria dos dois modelos nas figuras seguintes.
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Método Dual Simplex

lX7

Problema Primal Problema Dual

Optimo Gnico

A Y7

2° Optimo

1° Optimo

Pontos do segmento sdo solugdes Gptimas.
Expresséo geral das solucdes Optimas:

Y =aY, +a,Y,

com:
a +a, =1

a,a, 20
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