Método do Simplex

V. METODO DO SIMPLEX

1. Introducdo
No capitulo Il foram apresentadas as bases teéricas do método do Simplex sendo de interesse recordar o
seguinte:

e asolucdo optima do PPL (quando existe) é atingida pelo menos num dos extremos do convexo de

solucdes;
¢ a mudanca de um extremo do convexo para outro extremo adjacente é feita pela substituicdo de

uma VB por uma das VNB;

e aselec¢do da VNB para entrada em nova base € feita atendendo ao seu coeficiente corrente na
equac&o da fungdo objectivo;
e a VB gue sai da base é aquela que estd associada ao valor minimo das "ratios" designadas por

"0," (i =1am);

2. Solucdes do sistema de equacGes da forma-padrdo. A mudanca de base
Considere-se 0 seguinte modelo de PL:
Max f(X) = 6x; + 8x,

sugitoa:  30x; +  20x, < 300
X+ 10x, < 110

Na forma-padrdo do Simplex tem-se:
f(X) = 6x, + 8x, + OF, + OF,

sueitoa: ~ 30x, + 20x, + F; = 300
5%y + 10x, + F, = 110
Xy, X, F Fy 20
Analisando o sistema de equacdes no quadro seguinte:
‘ X Xy F F, ‘ Termo Independente
30 20 1 0 300
5 10 0 1 110

conclui-se que:
e 0 sistema é possivel tendo, no maximo, C,; = C; = 6 solugdes basicas admissiveis;
e 0 sistema ¢ Indeterminado de ordem 2 ou seja as solucdes basicas tém 2 variaveis basicas (VB) e
2 variaveis ndo basicas (VNB);
e cada uma destas solu¢fes tem quatro coordenadas das quais, no minimo, duas sao nulas (valores
das VNB).
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Método do Simplex

Na figura apresentam-se as 6 solugdes basicas do sistema de equaces. As solugdes nos pontos A, B, D e F sdo
admissiveis e pelo menos uma delas é a solucdo optima.

As solugdes nos pontos C e E ndo sdo admissiveis por serem exteriores ao espaco de solugdes do modelo.

D(0,11)

Convexo de
solucdes
admissiveis C(22,0)

Por exemplo, a solu¢éo basica no ponto “F" é X, = 4, X, = 9 e, obviamente com F1 = F2 =0 resultando do sistema

de equagoes:

30x, + 20X, =300 X, =4
bx, +8%, =110 <] x, =9
F,=F,=0 F=F,=0

em que as variaveis basica sdo x, € X,.

O mesmo resultado pode obter-se com a versdo matricial do sistema de equacdes sabendo que a matriz da base

tem dimensdo “2x2". Organizando a matriz com os vectores de X, e de x, e anulando os vectores das variaveis
F, e F, tem-se:

— =] X 300 30 20| x, 300 X, 30 2077300 4
[Pl P2 ] = Ry = = =
X, 110 5 10| x, 110 X, 5 10| [110 9
Veja-se agora que a solugdo basica no ponto “A” € F, = 300 , F, = 110 pois que x, = x, = 0:

O sistema de equagdes é:

F, +0F, =300 F, =300
OF, +F, =110 4 F, =110
X, =X,=0 X, =X,=0

em que as variaveis basica séo F, e F,.

Organizando a matriz da base com os vectores de F, e de F, (consideram-se nulos os escalares x, € X,):

P 2o = 1o slelle) = [2][s o) [o)-[3ee)
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Conclua-se que, matricialmente, esta segunda solucdo é mais facil de calcular pois a matriz da “base” é a matriz
Identidade o que permite ler directamente a solugéo (valor dos segundos membros).

Esta € a técnica usada no método Simplex. Se a compreender bem entéo sera facil aplicar o método Simplex de
forma racional.

Retomando o quadro anteriormente elaborado:

‘ X Xy F F, ‘ Termo Independente
30 20 1 0 300
5 10 0 1 110

comecemos pela pergunta trivial. ..

Qual o par de variaveis basicas (VB) a seleccionar para obter a primeira solucdo ?

Observando o quadro € evidente que o par de VB (F, , F,) é aquele para o qual a solugéo € imediata:
F, =300 F,=110
A "facilidade" com que se obtém esta primeira solu¢éo resulta de os Vectores Basicos constituirem uma Matriz

Identidade pelo que:

Se um modelo de PL tem apenas restricdes do tipo "< " a primeira base de solu¢do devera ser

organizada com os_vectores das variaveis de folga

Mudar de base implica substituir uma VB por uma VNB. Para beneficiar da "facilidade" referida, o

calculo da nova base deve ser efectuado de modo a que o conjunto dos vectores das VB constitua

uma Matriz Identidade

No quadro do sistema apresentado, acrescente-se "a esquerda” uma coluna para registo das variaveis basicas

da solugdo corrente e assinalem-se 0s seus coeficientes unitarios em cada uma das equacoes:

Termo Independente
VB X X F F ~
! 2 ! 2 (solugéo)
F 30 20 1 0 300
F 5 10 0 1 110
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No quadro assim organizado o valor das VB € obtido por simples leitura dos valores inscritos na ultima coluna
(termo independente): F, =300 ; F, = 110:

VB X X, 3 F, Termo Indepzendente
(solucéo)

F I 0 > 300

F, 0 i > 110

Ensaiemos a mudanca da base admitindo a entrada da variavel x, por troca com a variavel F,.

Sera necessario calcular uma nova solugéo basica em que as VB serdo x, e F,.

O sistema de equagdes a resolver pelo Simplex é o seguinte:

30x, + F, =300 F, =80
10x, =110 <4 x, =11
X =F, =0 X =F,=0
A resolucdo por via matricial é a seguinte:
— — 300 20 11| x, 300 X, 20 1777300 11
[sz Pes = < = = =
F 110 10 O|| K 110 F 10 0] |110 80

Repare que agora nao faz leitura directa da solu¢do nos segundos membros pois terd que ser calculada a matriz

inversa da base...

Veja, de seguida, a simplicidade com que o método Simplex Ihe permite ultrapassar esta “dificuldade” recorrendo
a transformac@es lineares que podendo ser tipificadas, permitem estabelecer regras de calculo a efectuar sempre
do mesmo modo (algoritmo).

Mais tarde aprendera que, de facto, as transformacdes lineares que o método aplica ndo sdo mais do que as
necessérias a inversao da matriz da base.

Continuando...

A mudanca de base que se pretende efectuar é a seguinte:

VB X X, F, F, Termo(slgﬁjzp;ir;dente
i 0 [20) 1 0 300

P 5 10 0 1 110

Fy 0 1

%5 1 0

1 20
Sendo [0} 0 vector dos coeficientes de F, , € necessario que o vector de x, que é LO} passe a ser L} para

que a matriz da base seja uma Matriz Identidade.
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Tal implica:
e (ue a 2° coordenada do vector de x, que € "10" passe a ser "1" 0 que obriga a dividir por “10” as

segundas coordenadas dos vectores das 4 varidveis)

e (ue a1?coordenada do vector de x, que € "20" passe a ser "0"
Comega-se por dividir por "10" a 22 equagdo (onde F, € VB que vai sair da base) ficando:

F, Termo Obs.

Independente

VB ‘ X, X, F,

“Nova” 22 equagdo

Xz‘ S10=1/,  q01m0=1 010=0  110= 1/10‘ 11010= 11 ‘ (Pivon)

Para anular o coeficiente de x, na 12 equacéo é necessario multiplicar por "-20" esta equacao “Pivot” (onde X, ja

tem coeficiente unitério) e adiciona-la a 12 equacdo do quadro anterior.

Multiplicando por "-20" esta equacdo “pivot” da transformacdo linear obtém-se:

X Xy F, F, Termo Independente
o | 20w2)=-10 20)=-20 200)=0  -20(1/10)=-2 -20(11)= -220

que adicionada a 12 equagdo que é:
VB X1 Xy F F, Termo Independente
F, 30 20 1 0 300

permite obter a “nova” 12 equagdo com coeficiente nulo para X, :

VB X X, F F, Termo Independente
F, 20 0 1 2 80

0 novo quadro com o sistema equivalente! ao anterior € o seguinte:

VB Xy Xy F F, Termo Independente
. 20 0 1 2 80
X 1, 1 0 Y10 11

Agora por leitura directa obtém-se a nova solugdo basica F, = 80 ; x, = 11.

O algoritmo do Simplex aplica este método para efectuar o calculo do sistema de

equacBes para as sucessivas bases até atingir a solugédo optima.

Pode agora ver, no quadro anterior, onde esta a matriz inversa da base.

No 1° quadro a solugdo foi obtida para as variaveis F, e F, pois 0s seus vectores constituiam uma matriz

Identidade. Para cada nova base que organizar a matriz inversa da base esta nas colunas de F, e F,.

1 Sistemas equivalentes tém as mesmas solugoes.
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F] [1 20]7[300] [F] [1 -2][300] [80
Neste caso temos = & = =
X, 0 10 110 X, 0 % 110 11

Vejamos "passo a passo" como efectuar a mudanca de base apresentada recorrendo aos quadros tipicos do
método do Simplex:

1° Passo: Preparacéo

e nacoluna “VB” registar a nova VB (x,) (neste manual a nova VB fica sempre na 12 linha)

¢ nacoluna de x, registar o seu vector para a matriz Identidade

e nacoluna “VB" ligar a variavel que sai da base (F,) a nova VB (x,) (ficando identificada a equagdo

a dividir por 10)
e registar as restantes variaveis basicas ( F, )
VB X X, F F Termo Obs
! 1 2 Independente :
F 30 20 1 300 Quadro da
F, 5 10 0 110 Base Inicial
<. Xy 1 Quadro para a
F 0 Nova Base
2° Passo: Calculo da equagdo onde a nova VB (x,) deve ter coeficiente igual a "1"
Dividir a equagdo da variavel que sai da base (F,) por "10" e registar na linha de x,:
Termo
F F
vB X X? 1 2 Independente
F, 0 /20 1 0 300
| |
F, 5 L 10/ 0 1 110
_<A Xy 1/2 0 1/10 11 Equacéo "Pivot"
F 0

3° Passo: Calculo da ou das equagdes onde a nova VB x, deve ter coeficiente igual a "0"

e Multiplicar a equagéo “Pivot” por “-20” (simétrico do coeficiente de x, na equagéo a transformar) e

adicionar a esta o produto obtido:

Xy 12 1 0 1/10 11 Equacéo "Pivot"
Pivot
multiplicada -10 -20 0 -2 -220
por -20
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Somar este resultado a “antiga” equagdo onde x, tem coeficiente “20":

Pivot
Multiplicada -10 -20 0 -2 -220
por -20
Equagao 30 20 1 0 300
Antiga’
Soma
das duas 20 0 1 -2 80
equacoes
registar a “nova” equacao resultante da soma na linha da VB F:
Termo
X X F F
VB 1 2 1 2 Independente
F, 30 ‘ 20 ‘ 1 0 300
F, 5 10/ 0 1 110
<‘ Xy 12 1 0 1/10 11 Equacéo "Pivot"
(-20) (Y1) (-20)0) || (20 M) || | 20 (12)
F + + N +
30 1 0 300
v v v v
20 0 1 -2 80

Por leitura directa tem-se a nova solugdo paraas VB x, e F, :

VB:xzzll;F1:80

VNB:X;=%X,=0
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3. Auto Teste

(Executar os exercicios seguintes; ndo continuar enquanto ndo “dominar” a técnica de calculo)

b. Escrever o vector solugdo associado a base do quadro anterior

No quadro seguinte identificar as variaveis basicas e regista-las na coluna “VB”

VB X, X, F F, Fs VSM
3 1 0 0 1 8

1/4 1/4 1 0 0 32

1/4 1/4 0 1 0 3/2

C. Mudar de base trocando a variavel basica F, pela variavel x; (preencher o quadro seguinte)
VB X, X, F, F, F; | VSM
X, 1
0
0
d. Preencher os quadros seguintes efectuando as mudangas de base indicadas:
VB X X, X3 Fy F, Fs | vsMm Observagoes
Fy 3 2 1 0 0 32 Sai da base: F,
F, 4 1 3 0 1 0 40 Entra para a base: x,
Fs 1 1 1 0 0 1 12

Entra para a base: X,
Sai da base: F,
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4. Solucéo do Auto Teste
a. Em cada uma das equacdes do sistema ha uma varidvel com coeficiente unitario e com coeficiente nulo
nas restantes equacodes (0 conjunto € uma matriz Identidade).

Escolhem-se para VB F,, F, e F, por esta ordem.

VB Xq Xy F, F, Fj VSM
F, < 0 0 1 8

F 1 0 0 32
F, 0 1 0 32

b. O sistema de equacBes tem 5 variaveis das quais trés estdo na base e duas estdo fora da base (sdo
nulas).

No quadro faz-se a leitura directa do valor das variaveis basicas F, =8, F, =3/2e F,=3/2.

O vector X (solugéo) é portanto:

X, 0
X, 0
X=|F |=]3/2
F, 3/2
[F] L8]

c. Assinalar o vector de x, a transformar linearmente. Ligar a VB que sai da base a nova VB:

v | x % F F  F | vsm
P/ 3 1 0 0 1 8
o owe wa 1 0 0 | 32
F, [\ va/ wa o 1 0o | 32

Registar, na nova base, o vector de x, (para a matriz Identidade):

/
~ — K 1
F 0
F, 0
1
Notar que se pretende que o vector dos coeficientes de x, passe a ser | 0
0
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Calcular a equagéo “Pivot” (dividir por “3” a equagdo da VB F, que sai da base):

X, 1
F1 0
F2 0

1/3

0

0

113

8/3

Calcular a “nova” equagdo onde F, € VB multiplicando a “Pivot” por *-1/4” e somando o resultado a

“antiga” equacdo de F;:

X, 1
Fl 0
F2 0

1/3
1/6

0

113
-1/12

8/3
5/6

Calcular a “nova” equagdo onde F, ¢ VB multiplicando a “Pivot” por *-1/4" e somando o resultado a

“antiga” equacdo de F:

X 1 1/3 0 0 1/3 8/3
F 0 1/6 1 0 -1/12 516
F, 0 1/6 0 1 -1/12 5/6
A nova solucdo basica admissivel é:
VB:xl:8/3;F1:5/6;F2:5/6
VNB:x,=F;=0
VB X1 Xy X3 F F, F; | VSM Observacoes
FRoj/1y 3 2 1 0 0 | 3 Sai da base: F,
F, \ 4 \ 1 3 0 1 0 40 Entra para a base: x,
RV 1 1 0o o0 1] 12
Xy 1 A4 34 0 1/4 0 10 Entra para a base: x,
Fy 0 \ 11/ 4\ 54 1 -U4 0 22 Sai da base: Fy
Fa | 0 \34/ u4 0 U4 1 | 2
X) 0 1 U3 0  -U3 43| 83
X1 1 0 213 0 13 -1/3 | 28/3
F 0 0 1/3 1 213 -11/3| 44/3
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5. Método do Simplex (maximizacao da fungéo objectivo)

Considere-se 0 seguinte modelo de
Max f(X) = 6x; + 8x,

30x1

5%,

sujeito a:

PL:

+

+

Na forma-padrdo do Simplex tem-se:
f(X) = 6x, + 8x, + OF, + OF,

sujeito a:

O quadro Simplex associado a forma-padrdo é o seguinte:

30x,

5%,

xl,xz,Fl,FZZO

Variaveis de decisdo

20x
10x,

X1 X9

+ 20x,

+ 10x,

IAN A

\

300
110

T
1

300
110

— | Variaveis auxiliares

VB < F, 7 \@ VSM
(R | 30 20 0
4;; ‘\ Termos independentes
\F/ 5 10 1
\_7 1
f -6 -8 N 0 0

Primeiros membros das equacdes técnicas

No quadro existem as seguintes 9 zonas:

Equacdo da funcao

e superior esquerda onde se escreve "VB" para identificar a coluna das variaveis basicas em ordem

as quais se resolve o sistema de equagdes técnicas;

e superior central onde se registam as varidveis do modelo, da forma-padrdo, para identificar as

colunas de registo dos seus coeficientes (técnicos e da fungao-objectivo);

e superior direita onde se escreve "VSM" (Valor do Segundo Membro) para identificar a "solug&o”;

e média esquerda onde se registam as variaveis basicas na linha da equacdo onde tém coeficiente

unitario;

e média central onde se registam os coeficientes das varidveis nas equacdes técnicas;

e média direita onde se registam os termos independentes das equacdes técnicas;
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o inferior esquerda onde se escreve "f' ou “f(X)" identificando a linha de registo da equacdo da
funcéo;

e inferior central onde se registam 0s coeficientes simétricos das varidveis na equacdo da funcéo
(para que no 2° membro fique apenas o valor da funcéo);

o inferior direita onde se regista o valor da fungdo para a solug¢do basica corrente.

Importante: f(X) = 6x, + 8x, + OF, + OF, é registada na forma f(X) - 6x, - 8x, - OF, - 0F, =0

Para calcular a primeira solugdo escolheu-se o par de variaveis basicas F, e F, porque os vectores dos seus

coeficientes nas equagdes técnicas constituem uma Matriz Identidade.

A solucdo corrente (12 solucdo) obtém-se por leitura directa:

e variaveis basicas : F,=300 ;F,=110;

e variaveis ndo basicas: x; =0; x, = 0;
o valor da funcéo f(X) =0

A simplicidade da leitura da solucéo é consequéncia de:
e amatriz da base ser uma Matriz Identidade

e as VB terem coeficiente nulo na equacéo da funcao

Face a esta solugdo é necessario verificar se 0 Optimo ja foi ou ndo atingido e neste Ultimo caso proceder a

mudanca de base.

a. Estudo da Optimalidade da solugéo basica corrente / Selec¢édo da nova VB

No quadro tem-se a equagdo da fungdo na forma "f(X) - 6x, - 8x, — OF, - OF, = 0" o que corresponde a
f(X) = 6x, + 8x, + OF +OF, .

Se nesta equacao for simulado que:

e a variavel ndo basica x, passa do valor actual "0" para "1" (variagdo marginal) o valor da fungdo

aumenta 6 unidades (se a fungdo aumenta entdo ainda néo atingiu 0 maximo...)
e a variavel ndo basica x, passa do valor actual "0" para "1" (variagdo marginal) o valor da fungdo
aumenta 8 unidades (se a fungdo aumenta entdo ainda ndo atingiu 0 maximo...)
Como se concluiu que a funcédo ainda ndo atingiu 0 maximo entdo:
= asolucdo corrente ndo € Gptima pois o valor da fungéo é passivel de aumento;

= 0 aumento do valor da fungdo pode obter-se com a entrada para a base de x, ou X, (variaveis

nao bésicas seleccionaveis para a base);

= aentrada para a base da variavel x, & aquela a que esta associado o maior incremento no valor

da fungdo pelo que deve ser escolhida para entrada na base (nova VB);

INVESTIGACAO OPERACIONAL (MS — edigéo de 2006) V-12



Método do Simplex

Estas conclusdes conduzem a seguinte regra geral do método do Simplex:

Maximizagéo de f(X)
Critério de Optimalidade e Escolha da Nova VB

"Se na equacdo da funcdo (quadro Simplex) ha varidveis com coeficiente negativo entdo a solugdo
corrente ndo maximiza f(X( (ndo é dptima).

A varidvel que, na linha de f(X), tem coeficiente negativo com maior valor absoluto deve ser
seleccionada para entrada na nova base.

Se houver empate decide-se arbitrariamente ".

"Se na equacdo da funcdo (quadro Simplex) todas as varidveis da forma padrdo tém coeficiente ndo

negativo (>0) entéo a solucéo corrente é 6ptima”

Examinando o quadro Inicial :

VB Xy Xy F F, VSM
F, 30 20 1 0 300
F, 5 10 0 1 110
f(X) -6 0 0 0

;
k Coeficiente negativo com maior valor absoluto
Fungdo aumenta a taxa 8 em ordem a Xy

Escolher X, para a nova base.

¢ asolucdo corrente ndo é Gptima porque existem, na equacao da funcéo, coeficientes negativos;

e deve entrar para a base a variavel x, por ser a que apresenta, na equagao da fungéo, o coeficiente

negativo com maior valor absoluto ;

Nota: Analise-se, em paralelo, o exemplo de aplicagéo do capitulo Ill. Veja-se que para um vector ndo basico Pg 0
valor de C, & —C, néo é mais do que o coeficiente corrente de x, na equagéo da funcdo no quadro do

Simplex.
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b. Escolha da VB que deve sair da base corrente

Dispde-se do quadro do Simplex:

VB X Xy F, F, VSM
F 30 20 1 0 300
F, 5 10 0 1 110
f(X) -6 8 0 0 0

e esta decidido que x, é a nova VB. Nestas circunstancias a variavel x; mantém-se fora da base pelo que

continuara a ter valor nulo.

Assim sendo a situacdo a analisar é a seguinte (extracto do quadro):

{ 20x,  +1F, =300
<

10x, + 1F2 =110

~

A entrada de x, para a base deve ser feita por troca com F; ou F, ?
Na 1% equacdo para anular F, € necessario x, = 300/20 = 15.

Na 2% equacdo para anular F, € necessario x, = 110/10 = 11.

Para x, = 15 sai F, da base; para x, = 11 sai F, da base.

Como decidir ?

A mudanga de base implica manter a admissibilidade da nova solucéo (todas as varidveis do sistema com

valores ndo negativos).

Se substituirmos x, = 15 no sistema de equagdes, fica F, = 0 mas fica F, com valor negativo que nao &
admissivel. Veja-se que em 10x, + F, = 110 se x,= 15 implica F, = -40 !

Conclui-se que ndo pode efectuar-se a mudanca de base, entrando x, e saindo F:

e

\ 20(15)  +1(0) =300

<

\ 10(15) +1(-40) =110

\

Se substituirmos x, = 11 no sistema de equagdes, fica F, = 0 mas fica F, = 80 o que € admissivel.
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Efectua-se portanto a mudanca de base, entrando x, e saindo F,.

-

20(11)  +1(80) =300

10(11) +£10) =110

~

Repetindo a analise de outro modo estabelecam-se em cada equacao 0s quocientes:

VB X, X, F, F, VSM “Ratio”
F, 204 300 300/20 = 15
F, 104 110 110/10 = 11
(X) 8

Estes quocientes (“ratios”) representam (como foi dito) os valores possiveis para a variavel x, quando se
anulam as variaveis F, ou F, respectivamente.
Na 12 solugdo do exemplo de aplicacéo do capitulo anterior o estudo do vector néo basico P, conduziu a
0= Min{ﬁ,x—"/\ozs,oz4 > 0} = {@ﬁ} =11=X,.
a; a, 20 10
Comparando resultados vé-se que os quocientes agora calculados ndo sdo mais do que outro modo de
calcular o valor de " @, =11".

Importa agora "agilizar" este conhecimento para fixar como proceder no quadro do Simplex estabelecendo a
Regra Para Seleccionar A Variavel que Deve Sair da Base:

Escolha da Variavel que Sai da Base
(Nova VNB)

"Dividem-se os termos independentes das equacoes técnicas pelas componentes ndo negativas
do vector da varidvel seleccionada para VB.

Sai da base a VB associada a equagdo onde se obtém o menor dos quocientes (que é
seguramente ndo negativo pois € o valor da nova VB).

Em caso de "empate" a decisdo é arbitraria”.

INVESTIGACAO OPERACIONAL (MS — edigéo de 2006) V-15



Método do Simplex

Retomando o quadro corrente onde se assinalaram os coeficientes da nova VB x, tem-se:

VB Xq X Fi F, VSM “Ratio”
N

Fi /20 300 300/20 = 15
]
\ o 110/10 = 11

F 10/

’ \\10/ 110 (minimo n&o negativo)
i) 8 SaiF,

Identificada a "troca" de variaveis que é necessario efectuar calcula-se a nova solugdo aplicando a técnica
da transformacdo linear ja apresentada.

E contudo necessario manter as VB com coeficiente nulo na equacéo da funcdo objectivo para que o valor

corrente desta possa ser lido directamente na coluna-solug&o.

No quadro seguinte apresenta-se o resultado do célculo da mudanca de base:

VB X, X, F, F, VSM “Ratio”
F, 30 20 1 0 300 300/,,, = 15
Fy 5 10 0 1 110 1107, =11
f 6 8 0 0 0
X2 *ho =", V=1 U0 =0 thy = Y H=11 | Eq."Pivot"
Fy | -(20) (¥,)+30 | -(20) (1) +20 | -(20) (0) + 1 | ~(20) (Y10) +0 |-(20) (1) + 300
=20 =0 =1 =2 =80
fX)| (-8)(%)-6 | «(-8)(1)-8 | «(-8)(0)+0 | ~(-8) () +0 | «(-8)(11)+0
=-2 =0 =0 =4 =88

Por leitura directa no quadro tem-se a nova solugdo x,= 11 ; F, =80 ; f(X) = 88.

Esta solu¢do ndo € oOptima pois na equacéo da fungdo o coeficiente de x; € negativo. Por ser Unico

conclui-se que a variavel x, deve entrar para a base.
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Para decidir qual das actuais VB (x, =11 e F, = 80) deve sair da base calculam-se nas duas equagdes

técnicas os quocientes entre os valores das VB e os coeficientes ndo negativos da variavel x;:

VB| X% X F, F, VSM “Ratio”
X | [ M) 11 Hlyp=22
F, \\270/ 80 | 8%, =4 (minimo)

A menor "ratio” finita e ndo negativa € “4” pelo que F, sai da base (na nova base tem-se x,= 4)
Na nova base figuraréo as variaveis x, (nova VB com valor 4) e x, (que permanece na base).

Repetindo o procedimento indicado obtém-se:

VB X, X, F, F, VSM Obs.
/N
X | 1 0 Ui 11 1y, = 22
SRl 20 0 1 2 80 80/,,, =4
N / )
0 2 0 0 I 88
X D=1 U =0 20 Hpg =g 0l =4 | Eq."Pivot"
X | (141, ) +1 | (M) +0 | My (M) g | Mo (4) 411
=0 =1 =gy =3y =9
f(X) 2(1)-2 2(0)+0 2 (ty) +0 2(tg) +45 | 2(4)+88
=0 =0 =1/10 =3/5 =96

Esta solucéo é optima pois na equacdo da funcdo todas as varidveis da forma-padréo, tém coeficiente ndo
negativo.

Por leitura directa no quadro tem-se a solugao Gptima:

X, 4
.| x 9 \
X =" |= : Max f(X")=96
Xq 0
X, 0

Este Gltimo quadro do Simplex é denominado Quadro Optimo.
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RESUMO DO METODO DO SIMPLEX (ALGORITMO)
( Maximizac&o da funcdo objectivo )

. Solucdo Inicial
Escolher para VB as variaveis auxiliares cujos vectores constituem uma matriz Identidade

. Escolher a Nova VB

Identificar as variaveis ndo basicas que na equacdo da funcdo tém coeficiente negativo.
Destas variaveis seleccionar para entrada na base aquela cujo coeficiente tem maior valor
absoluto.

Se houver mais do que uma varidvel nas mesmas condi¢des escolher arbitrariamente.

Se todas as variaveis tém coeficiente ndo negativo entdo a solucéo corrente é 6ptima

. Escolher a Nova VNB

Nas equaces técnicas calcular os quocientes (“ratios”) entre os valores da solu¢do corrente

(coluna VSM) e os coeficientes ndo negativos da nova VB (ignorar quocientes com
denominador nulo ou negativo).

A VB corrente em cuja linha se verifica 0 menor destes quocientes é aquela que deve sair da
base.

Se este minimo se verificar em mais do que uma das VB correntes, escolher arbitrariamente

uma delas para nova VNB.

. Calcular 0 novo quadro do Simplex

Efectuar transformag@es lineares para que o vector dos coeficientes da nova VB juntamente
com os das VB gue permanecem na base constitua uma matriz Identidade.

Todas as VB devem ter coeficiente nulo na equagdo da fung&o.

. Voltar ao Passo 2
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6. Aspectos praticos na construcao do quadro do Simplex
e no célculo de um novo quadro, os coeficientes nas equagdes técnicas da nova VB e das VB que
permanecem na base devem constituir uma matriz Identidade. Por isso 0s vectores destas variaveis
podem ser registados sem necessidade de calculo.
e no céalculo de um novo quadro, os coeficientes na equacdo da funcdo da nova VB e das VB que
continuam na base devem ser nulos podendo ser registados sem necessidade de célculo.
e se anova VB tem coeficiente nulo numa equacao técnica, esta equacdo nao sofre alteragdo podendo

ser registada no novo quadro sem necessidade de calculo.
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7. Técnica das Variaveis Artificiais
Considere-se 0 seguinte modelo de PL:
Max f(X) = 6x; + 8x,

sujeitoa:  30x;, +  20x, < 300
5, +  10x, < 110
X >
X, X >
Na forma padréo do Simplex tem-se:
f(X) = 6x, + 8x, + OF, + OF, + OE, + O, /
sueitoa:  30x; + 20x, + F; / \ = 300
) 5, + 10% + F / \ - 110
: ¥
Xq - E, X = 6
\ Xy Y E s = 4

xl,xz,Fl,Fz,E3,E420

Havendo 4 restricbes ndo ha um conjunto de 4 varidveis cujos vectores constituam uma matriz Identidade!

De facto se a primeira base for constituida com os vectores das variaveis de equilibrio (folgas e excedentérias) a
solugdo F, =300, F, = 110, E,=-6, E, =-8 ndo € admissivel pois as variaveis excedentarias E, e E, tém valor
negativo violando as restrigdes logicas.

Esta situagdo resulta de as 3% e 42 restricbes serem do tipo ">" pelo que a conversdo em igualdade obriga ao uso
de variaveis excedentarias que tém coeficiente "-1".

Admita-se agora 0 mesmo modelo mas com a 32 restricéo x; + x, = 12. Esta restri¢éo ja € uma igualdade pelo

que, em regra, ndo permite formar uma matriz Identidade para constituir a base inicial.

SituacBes deste tipo sdo ultrapassadas aumentando a forma padrdo das restricbes de tipo "=" e ">" com

variaveis ndo negativas denominadas Variaveis Artificiais * .

Notar que estas variaveis nao pertencem a forma padrao do Simplex2.

1 Denominagéo decorrente do artificio de célculo utilizado. Notar que se indexaram as variaveis a equagdo a que pertencem.

2 As variaveis auxiliares de folga e excedentarias pertencem a forma-padréo sendo utilizadas para formar um sistema de equagdes

técnicas a que possa ser aplicado o método Simplex. As variaveis auxiliares artificiais sdo usadas para modificar a forma-padrao

quando nesta ndo existe uma matriz Identidade para constituir a base inicial exploravel pelo método Simplex.
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Para 0 modelo proposto ter-se-a:

30x, + 20x, + Fy = 300

5 + 10x, + F = 110
Xq - E + A = 6
Xy - E, + Ay = 4

Xy, X%, F o Fy By By A AL 20

As variaveis artificiais alteram as equacdes padrao
"X —E;=6"e"x,~E,=4"
para
X, -E;<be x-E,<4

violando as igualdades originais (de facto as variaveis artificiais comportam-se como varidveis de folga...)

Esta violagdo das identidades da forma-padrdo so nédo tem lugar se e s as variaveis artificiais A; e A, forem
nulas.

Importa assim estudar um processo iterativo que, através de mudancas de base, permitam identificar uma base
admissivel do sistema de equacfes da forma padréo do Simplex (0 que acontece quando as varidveis artificiais

utilizadas tenham valor nulo).

Nas secges seguintes apresentam-se dois métodos ( Método do “big “M” e o0 Método dos Dois Passos (ou Duas

Fases) para calcular a solugéo 6ptima (se existe).
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8. Método do “big M"
Admita-se a Maximizacdo de f(X) = ¢;x; + ... + C;X, huma situagdo em que uma ou mais restrices incluem
varigveis artificiais.
Para garantir que estas variaveis se anulam na solucao final, este método introdu-las na fungéo com coeficiente
"-M"em que "M" tem um valor muito elevado relativamente aos restantes coeficientes da fung&o.
Deste modo enquanto qualquer das variaveis artificiais ndo se anular a fungéo ndo atingird 0 maximo (note que
M— + oo ; se qualquer variavel artificial tem valor positivo entéo f(X)— - co e ndo hd maximo).
Retomando 0 modelo proposto no nimero anterior tem-se para calculo:

Max f(X) = 6x, + 8%, + OF | + OF + 0E,+ OE, — MA; -~ MA,

sujeito a:

[30x, o+ 2%, + F = 300
|5+ 10% + F, = 110
) X, - E, + A =6
L Xy E4 + A = 4

Xy X1 FyoFy B By v A Ay 2 0

Nos quadros seguintes apresenta-se o calculo da solugdo 6ptima aplicando o algoritmo do Simplex.

VB | X, X E E, F F, A A | Termo Independente
F 30 20 0 0 1 0 0 0 300
Fbl's 20 o o0 0 1 0 o0 110

A, 1 0 -1 0 0 0 1 0 6

A/dJo 1 0 1 0 0 0 1

x| 6 8 0 0 0 0 M M

Nota: Veja a matriz Identidade da base. Note que, na primeira linha, as variaveis excedentarias foram colocadas
imediatamente a seguir as variaveis de decisdo para que a matriz identidade fique a direita. Este procedimento
sera o adoptado neste manual.

Foi dito que as VB devem ter ,sempre, coeficiente nulo na equagéo da funcéo.

As VB A; e A, ndo satisfazem esta regra pelo que se |é erradamente f(X) = 0.
De facto sendo A; = 6 e A, = 4 0 valor de f(X) = 6x; + 8x, - MA; - MA, € “-10M” e ndo zero como esta no

quadro, neste momento.
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E necessario anular os coeficientes de A; e A, na equacdo da funcéo o que se faz multiplicando por "-M" as 32

42 equacdes (onde A; e A, sdo VB) e adicionando as equagdes resultantes a equacéo da fungéo.

VB | X, X E E F F, A A, | TermoIndependente
F, 130 20 0 0 1 0 0 0 300

F, 5 10 0 0 0 1 0 0 110

Ay | 1 0 1 0 0 0 0 6

Ao 1 0 1 0o o0 o0 1 N

|6 8 0o 0o 0o o M wmr 0
Multiplicando a 32 equacdo por “-M” obtém-se:

A, | -M 0 M 0 0 o -M 0 -6M
Multiplicando a 42 equacao por “-M” obtém-se:

A, 0O M 0 M 0 0 0o -M -4M

Somando estas equacdes a equacao da fungdo fica:

VB | X, X E E  F F A A | TermoIndependente
F 30 20 0 0 1 0 0 0 300

F, 5 10 0 0 0 1 0 0 110

A3 1 0 -1 0 0 0 1 0 6

A 0 1 0 -1 0 0 0 1 4
f(X) 6 -8 0 0 0 0 M M 0
f(X) | -6-M -8-M M M 0 0 0 0 -10M

Aprecia-se agora a optimalidade desta solugdo basica admissivel, concluindo-se que a mesma nao € optima
porque ha coeficientes negativos na equacéo da funcao.

Ha pois que mudar de base escolhendo-se para nova VB a variavel x, por ser a que tem, na equagao corrente
de f(X), coeficiente negativo com maior valor absoluto.

Efectuando as “ratios” finitas e ndo negativas “300/20=15" , “110/10=11", “4/1=4" conclui-se que deve sair da

base a variavel A, ( menor “ratio” finita e ndo negativa).

0 novo quadro do Simplex é o seguinte:

VBl % E B R F A A d;pegr':j‘;me Obs.
x| o 1 o0 1 0 0 0 1 4 Entra x,
FFlso o 1 20 1 0 0 -0 220 Sai A,
Fls o o 10 o0 1 0 -0 70
A, o 4 0o o0 0 1 o0 6
)| 6M 0o M 8 0 0 0 8M | 32-6M

Esta nova solugéo néo é optima pois ha coeficientes negativos na equacao da funcao.
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Entra para a base a variavel x, por ter o coeficiente negativo de maior valor absoluto.
Sai a variavel A, por ser na sua linha que se regista a menor “ratio” finita e ndo negativa (%, = 6).

O novo quadro é o seguinte:

Bl BOERR A A e | O
X1 1 0 1 0 0 0 1 0 6 Entra E,
X | 0 1 0 1 0 0 0 1 4 SaiF,
Fol o 0 30 20 1 0 30 -20 40
F,l 0 0 5 10 0 1 5 -10 40
fX)| 0 0 -6 8 0 0 6+M 8+M 68

A solucdo néo € 6ptima pois ha coeficientes negativos na equagéo da funcéo.

Entra para a base a variavel E, por ter o coeficiente negativo de maior valor absoluto.
Sai a variavel F, por ser na sua linha que se regista a menor “ratio” finita € néo negativa (4%/, = 2).

O novo quadro é o seguinte:

Termo
X X E E F F A A
VBl X 2 3 4 ! 2 3 * | Independente Obs.
3 1 - (x, ] [6]
E,| O 0 L, 1 ly 0 %, -1 2 :1
2
| 1 0 -1 0 0 0 1 0 6 . F, 0
3 1 3 = =
X, |0 1 l, 0 ly 0 l, 0 6 F, | |20
FRlo o 2 o0 Y 1 10 o0 20 Es
_E4 4 L 2 J
fX)| o 0 6 0 4 0 -6tM M 84 Max f(X") =84
Esta solucéo € optima pois todos os coeficientes na equagdo da fungdo sdo ndo negativos.
Verificacdo da solucdo no sistema de equacdes da forma padréo:
30x, +20x, + F; =300 = 30(6) +20(6) +0=300 <« 300=300 Ok
5x; +10x, + F,=100 = 5(6) +10(6) +20=110 <« 110=110 Ok
X,~E,=6 o 6-0=6 < 6=6 Ok
Xp—E,=4 o 6-2=4 o 4=4 Ok

f(X) = 6x, +8x, = 6(6) + 8(6) = 36 + 48 = 84

Nota: Para Minimizar some a f(X) k" parcelas do tipo * + MAy" para as *k" variaveis artificiais que utilizar.
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9.  Método dos Dois Passos (ou Duas Fases)

E um método alternativo ao método do “big M” ja exposto.

O método compreende duas fases (passos) distintas:

18 Fase : Minimiza-se uma funcdo artificial (igual a soma das varidveis artificiais utilizadas) sujeita as
restricdes originais.
Dada a condi¢do de ndo negatividade das varidveis, 0 minimo da funcéo artificial s6 seré nulo quando
todas as variaveis artificiais forem nulas (objectivo do método). Neste caso pode concluir-se que o
problema tem solucdo devendo executar-se 0 2° Passo do método.

Se 0 minimo da funcdo artificial for diferente de zero entdo ndo é possivel anular as variaveis artificiais

devendo concluir-se gue o problema ndo tem solucao.

22 Fase : Optimiza-se a funcéo objectivo a partir da base obtida no final do 1° Passo
(tem interesse manter as colunas das variaveis artificiais quando se pretende interpretar
economicamente o0 modelo, efectuar pds-optimizacdo ou analisar a sensibilidade do modelo; contudo
dado que os vectores das varidveis excedentérias e artificiais sdo simétricos pode sempre abandonar-

se, no 2° Passo, o célculo dos vectores das varidveis artificiais).

Considere-se o problema proposto no método do “big M”™:

1° Passo: Minimizar a Funcao Artificial f(A) = A; + A, sujeito a:

30, o+ 20x, + F, = 300
)+ 10 + F = 110
\‘

Xl - E3 + AS = 06
L Xo - E, + Ay = 4

xl,xz,Fl,Fz,E3,E4,A3,A420

A Minimizacdo de uma funcdo pode efectuar-se de dois modos:
e 0u alterando o critério de optimalidade do método do Simplex considerando que o dptimo é atingido
quando na equacao da funcdo todos os coeficientes das variaveis forem ndo positivos (<0 );
e ou maximizando a funcéo simétrica;
No manual adopta-se sempre 0 1° processo.

No quadro do Simplex sera registado: f (A) - A; - A, =0
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Quadro Inicial do Simplex

VB Xy X E, & K F,o Ay A | VSM
FF 3 20 o 0o 1 0 0 0 | 300
F, 5 10 0 0 0 1 0 0 | 110
A, 1 0 1 0 o0 0 1. 0 6
A, 0 0 4 0 0 0, 1) 4
f(A) 0 o o o o -1 af o

As VB devem ter ,sempre, coeficiente nulo na equacao da funcéo.

As VB A, e A, ndo satisfazem esta regra pelo que se |€ f(A) = 0 0 que esta errado.

De facto sendo A; = 6 e A, = 4 entdo em f(A) = A; + A, =10.

E necessario anular os coeficientes de A, e A, na equaco da funcéo o que se faz multiplicando por "1" as 32 e 42

equacdes (onde A; e A, sdo VB) e adicionando as equacdes resultantes a equagdo da fungéo. Trata-se pois de

uma soma directa.

VB Xq Xy E, E, F F, A, A, VSM
FL 30 20 0 0 1 0 0 0 300
F, 5 10 0 0 0 1 0 0 110
A, 1 0 -1 0 0 0 1 0 6
A, 0 1 0 -1 0 0 0 1

f(A) 0 0 0 0 0 0 -1 -1 0

f(A) 1 1 -1 -1 0 0 0 0 10

A solucdo ndo é dptima pois ha coeficientes positivos na equagdo da fungdo (notar que se esta a minimizar

directamente no quadro Simplex pelo que as regras sao simétricas das apresentadas para a maximizacdo da

fung&o objectivo).

Entra para a base a variavel x, ou x, (igual coeficiente positivo de maior valor pelo que a escolha é arbitraria).

Escolhendo x, para entrar na base, sai desta a variavel Ay por ser na sua linha que se verifica a menor “ratio”

finita € ndo negativa) (¢/, = 6).
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O novo quadro é o seguinte:

VB X X, E, E, F F, A, A, VSM
F1 30 20 0 0 1 0 0 0 300
Fa 5 10 0 0 0 1 0 0 110
As 1 0 -1 0 0 0 1 0 6
A4 0 1 0 -1 0 0 0 1 4
f(A) -1 i 0
f(A) 1 1 -1 -1 0 0 0 0 10
Xy 1 0 1 0 0 0 1 0 6
F, 0 20 30 0 1 0 -30 0 120
F, 0 10 5 0 0 1 -5 0 80
A, 0 1 0 -1 0 0 0 1 4
f(A) 0 1 0 -1 0 0 -1 0 4

A solucdo néo € dptima pois ha coeficientes positivos na equagao da funcao.

Entra para a base a variavel x, por ter o coeficiente positivo de maior valor.

Sai a varidvel A, por ser na sua linha que se verifica a menor “ratio” finita e néo negativa (%, = 4).

Notar que ficardo VNB as duas variaveis artificiais (valor nulo). Assim sendo conclui-se ja que o valor minimo da
funcdo artificial sera nulo o que indica que o problema tem solucéo.

O novo quadro é o seguinte:

VB X, X, E, E, F F, A, A, VSM
X1 1 0 -1 0 0 0 1 0 6

Fi 0 20 30 0 1 0 -30 0 120
F, 0 10 5 0 0 1 -5 0 80
A4 0 1 0 -1 0 0 0 1 4
L f(A) 0 1 0 -1 0 0 -1 0 4
X2 0 1 0 -1 0 0 0 1 4
Fi 0 0 30 20 1 0 -30 -20 40
F, 0 0 5 10 0 1 -5 -10 40
X1 1 0 -1 0 0 0 1 0 6
f(A) 0 0 0 0 0 0 S| 0

A solucdo é dptima pois todos o0s coeficientes na equacado da funcéo séo nédo positivos (< 0).
Foi atingido o minimo da fungdo artificial que € nulo (porque as variveis artificiais sdo nulas).

Notar que a base com os vectores das VB x, , X, , F, F, é admissivel (é a 12 base admissivel do sistema de

equacdes da forma-padrdo do Simplex e s6 nestas condi¢cdes 0 1° passo esta terminado).

As coordenadas X, = 6, X, = 4 sdo as de um extremo do espaco de solugdes admissiveis.
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Falta saber se, neste extremo, a fungdo objectivo f(X) = 6x, + 8x, atinge ou ndo o valor maximo.

Eis a raz&o porque é necessario efectuar o 2° Passo (22 fase) do método.

2° Passo: Optimizagao da fungdo objectivo: Max f(X) = 6x; + 8x, + OF; + OF, + OE; + OE,

Quadro Inicial : base 6ptima corrente (Ultimo quadro do 1° Passo) e a fungéo f(X):

VB X, X, E, E, F F, A, A, VSM
F, 0 0 3 20 1 0 -3 20| 40
F, 0o 0 5 10 0 1 5 -0 | 40
X1 1 0 4 0 0 0 1 0 6
X2 0 \\\ 1, 0 10 0 0 1 4
fy 0 0 0 0 0 0 <1 I 0
(X) 64 8% 0 0 0 0 0 0

As VB devem ter, sempre, coeficiente nulo na equacao da funcéo.

Como as VB x, € X, ndo satisfazem esta regra |€-se erradamente (X) = 0 pois sendo x, = 6 € x, = 4 entdo f(X) =

6x1 + 8x2 = 68.

E necessario multiplicar por "6" a equagdo da linha de x,, por "8" a equagdo da linha de x, e adicionar as

equacoes obtidas a equagdo da funcao:

Linha de x, multiplicada por “6™

X1 6 0 -6 0 0 0 6 0 36

Linha de x, multiplicada por “8™

X2 0 8 0 -8 0 0 0 8 32
Linha de f(X):
f(X) -6 -8 0 0 0 0 0 0 0

Soma das 3 equagdes (equagdo de f(X) com coeficiente nulo nas VB x, € X,):

(X) 0 o | 6 | 8| 0 0 6 8 68
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O quadro Simplex fica entdo:

VB X, X, E, E, F F, A, A, VSM
Fi 0 0 30 20 1 0 -30 -20 40
F, 0 0 5 10 0 1 5 -10 40
X1 1 0 -1 0 0 0 1 0 6
X2 0 1 0 -1 0 0 0 1 4
f(A) 0 0 0 0 0 0 -1 1 0
f(X) 6 -8 0 0 0 0 0 0 0
f(X) 0 0 -6 -8 0 6 8 68

Atendendo a que se estd a Maximizar f(X) a solugéo ndo é Gptima pois hé coeficientes negativos na equacéo da

fungéo.

Entra para a base a variavel E, por ter, na equacéo de f(X), o coeficiente negativo de maior valor absoluto.

Sai a variavel F, por ser na sua linha que se regista a menor “ratio” finita e ndo negativa (*05=2).

O novo quadro é o seguinte:

VB X, X, E, E, F, F, A, A, VSM
Fq 0 0 30 20 1 0 30 -20 40
F, 0 0 5 10 0 1 -5 -10 40
X, 1 0 1 0 0 0 1 0 6
X, 0 1 0 -1 0 0 0 1 4
A 00 0 0 0 0 -1 1 0
FX) |68 0
f) | o0 0 6 8 0 0 6 8 68
E4 0 0 3/2 1 1/20 0 -3/2 -1 2
F, 0 0 -10 0 -1/2 1 10 0 20
X, 1 0 1 0 0 0 1 0 6
X, 0 1 3/2 0 1/20 0 -3/2 0 6
f) | o 0 6 0 215 0 6 0 84

A solucdo é optima pois todos os coeficientes na equacdo da funcdo sdo ndo negativos (notar que ndo sdo

considerados os coeficientes das variaveis artificiais pois estas ndo figuram na forma-padrdo do modelo).

Solugao optima: X~ =

X
Xz

m m . m

~

6
6
0

; Max f(X")=84
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Pode acontecer que se atinja o Minimo de f(A) nulo com uma ou mais variaveis artificiais basicas de valor nulo
(solugéo degenerada).

Neste caso deve efectuar-se mudancas de base para trocar todas as VB artificiais por VNB do modelo na forma
padrdo e assim garantir uma base admissivel para iniciar 0 2° Passo.

O exemplo seguinte mostra esta situacéo:

X X

Max f(X) 1 1

Restricdo 1 3 1 =1

Restricdo 2 1 4 > 4

Efectuando o 1° Passo obtém-se:

VB Xy Xy E, A A,  VSM Obs.
A 3 1 0 1 0 1 Anular coef. das VB
A, 1 4 -1 0 1 4 Entra x,
f(A) 0 0 0 -1 i 0 Sai A
f(A) 4 5 -1 0 0 5
Xy 3 1 0 1 0 1 Solugéo optima
A, 11 0 -1 -4 1 0 Min f(A) =0
f(A) 11 0 -1 -5 0 0 A,=0éVB!

O valor minimo de f(A) € nulo 0 que permite concluir que o problema proposto tem solugéo.
A Ultima base ndo é admissivel para o sistema de equacOes da forma-padrdo do Simplex onde ndo existe a

variavel A,. E necessério retirar A, da base por troca com uma das VNB do modelo com a qual se possa
estabelecer “ratio “. Como, neste caso, se pode dividir “0” por “-11" ou por “-1" escolhe-se arbitrariamente x; ou
E, para entrada na base.

Escolhendo x, para VB (troca com A,) tem-se base inicial para iniciar 0 2° Passo e optimizar f(X):

VB X, X, E, A A, | VSM Obs.

X, 0 1 311 <111 311 1 Base para 2° Passo

X 1 0 111 411 -111 0
f(A) 0 0 0 -1 -1 0
f(X) -1 1 0 0 0 0 | Anular,em f(X) coef. das VB
f(X) 0 0 =211 311 211 | 1 Entra E,. Sai x,

E, 1m0 1 4 1|0

X, 3 1 0 1 0 1
f(X) 2 0 0 1 0 1 Optimo

Nota: Veja que quando o minimo da funcéo artificial € nulo, com base sem variaveis artificiais, a equacdo da

funcao artificial no final do 1° passo & sempre igual & inicial.
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10. Auto Teste
a. Usando o método Simplex calcule o Maximo de f(X) do seguinte problema de PL:

X X X

f(X)= |150 180 160
Restricdlo1| 4 10 6 50
Restricdo2| 6 6 3 < 80
Restricdo3| 1 1 1

X

IA

IN
0

b. Usando o método Simplex calcule o M&ximo de f(X) do seguinte problema de PL:

X % X
fX=12 1 2
Restricdo1|2 1 2 =1
Restrigdo2|1 3 1 > 3
Restrigdo3|4 5 1 >

(Acompanhe a resolucéo com o software do autor)
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11. Solucéo do auto teste

a.
VB | X X% X K F Fylvsum
FFl 4 10 6 1 0 0 | 50
16 6 3 0 1 0|80
Foolo1 1 1 0 0 1 8
f(X)|-150 -180 -160 O 0 0 | 0 |Maximizar
X, | 275 1 35 110 0 0 | 5 ,
F, |1855 0 -3/5 -355 1 0 | 50 SO'“?iO_Opt_i“;a_
F, |35 0 25-¥10 0 1 |3 ol |3
fX)| 78 0 52 18 0 0 | 900 | % |0
X, | 1 0 23 -1/6 0 53|65 Fol |0
, | 0 1 U3 U6 0 -23| 3 ,EZ 302
0 0 8 0 1 s @) " f_()3(1)=_12;90
fX) 0 0 0 5 0 130 |1290| Optimo
b.
VB | X% X% X B B A A Ay |VSM
Al 2 1 2 0o 0 1 0 01
A,l1 3 1 1 0 0 1 013
Al 4 5 1 0o -1 0 0 115
f(A) 11 1 0 Minimizar
fwl 7 9 4 4 1 0 0 0|09
X, |2 1 2 0 o0 1 o0 0|1
A, | 5 0 5 - 0 -3 1 0 0 | ParaVNB
A6 0 -9 0 -1 5 0 10
fA)| 11 0 a4 4 4 9 0 0|0
X, | 1 0 1 U5 0 35 -U5 0 | 0
X, | 0 1 0 -205 0 -15 25 0 | 1
Ay | 0 0 -3 6/5 -1 -7/5-6/5 1 0 | ParaVNB
fA| 0 0o -3 65 -1 -125-11/5 0 | 0
X, | 0 0 1 -215 13 7/15 2/5 -13| 0
X, | 1 0 0 35 -13 2115 -3/5 13| 0
X, | 0 1 0 -205 0 -15 25 0 | 1
f(A)] O 0 0 0 0 -1 -1 -1 | 0 |FimPassol
fx)] 2 -1 -2 0 | Maximizar
f) 0 0 0 0 0 1 0 0 |1 Optimo
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A solucdo Gptima é:

X, 0
X, 1
X =| |2 0 :Max f(X") =1
E,| |0
E,| |0
_E3_ _O_

Notar que a funcdo artificial atingiu 0 minimo nulo em base com duas varidveis artificiais nulas.
Antes de iniciar 0 2° Passo foi necessario substituir aquelas variaveis por VNB da forma-padrdo para dispor

de uma base admissivel para iniciar a optimiza¢éo da funcéo objectivo do modelo.
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12. Método Simplex - Situagdes Particulares
a. Problema sem Solu¢do Admissivel
Considere-se o problema de PL:

Max f(X) = 3x; + 2x,

sujeitoa:  2X;  + X, < 5
X, > 6
X% 2 0

Por simples analise conclui-se que o problema ndo tem solugéo pois com x, > 6 ndo € possivel satisfazer a
a .
12 restricao técnica (notar que x,,>\0).

Na pratica, com modelos de maior dimensdo, ndo é possivel tirar conclusdes com esta facilidade mas
felizmente 0 método do Simplex permite verificar quando um modelo néo tem solugdo.
Analisemos os quadros seguintes resultantes da aplicacdo do “método dos 2 Passos” em que:

e F, évariavel de folga da primeira restri¢do técnica;

 E, e A,sdo respectivamente variaveis excedentaria e artificial da 2% restricao técnica;

VBl % X2 2 RA Inde-:rpeerrr::joente Obs.

F, 2 1 0 1 0 5 Anular o coeficiente de A,
Al 0 1 1 0 1 6 Entra x,

fA) 1 0 Sai A,

fA) | O 1 -1 0 0 6

X | 2 1 0 1 0 5

Ay | -2 0 -1 1 1
fA) | -2 0 -1 0 1 Min f(A) =1

Todos os coeficientes na equagdo da funcdo sdo ndo positivos pelo que foi atingido o minimo da funcéo
artificial. Como este ¢ diferente de zero conclui-se que ndo ha solugdo basica admissivel para o sistema de

equacBes da forma padrdo do Simplex ou seja o problema néo tem solugéo.

b. Problema com Solucéo Ilimitada

Um problema tem solucdo ilimitada quando o maximo (minimo) de uma fun¢do objectivo pode aumentar
(diminuir) indefinidamente. O método do Simplex permite também detectar esta situacao.
Considere-se 0 modelo de PL:

Max f(X) = x; + X,

Sujeito a: X1 + Xy < 2
X1 + Xy > 2
X1, X > 0
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Geometricamente € facil concluir que nao hé limite superior para o valor de f(X):

A
X2‘

<

Direccéo e Sentido do
crescimento da fungéo

A

Os quadros seguintes resultam da aplicacdo do método do "Método dos 2 Passos":

e F, e variavel de folga da 1% restricdo tecnica;

e E,eA,sdo respectivamente variaveis excedentaria e artificial da 22 restrigdo técnica;

VB | X, X E,  F A, | VSM

Fool -1 1 0 1 0 2

A, 1 1 1 0 1 2

f(A) -1 0 Minimizar
f(A) | 1 1 -1 0 0 2

X 1 1 -1 0 1 2

F 0 2 -1 1 1 4
f(A) | 0 0 0 0 -1 0 | Optimo.
f(X)| -1 -1 0 | Maximizar
fX)| 0O 0 -1 0 1 2

A variavel E, tem coeficiente negativo na equagdo da fungdo pelo que € possivel aumentar o valor da fungdo com

a entrada desta variavel para a base. Contudo néo é possivel calcular uma "ratio" finita e nao negativa para

seleccionar a variavel que deve sair da base corrente.

Nestas condi¢des conclui-se que 0 maximo da funcéo € llimitado.

Regra para reconhecer que a Func¢éo Objectivo € llimitada

Se 0 vector de uma variavel, selecciondvel para entrada na base, tem apenas coordenadas negativas e/ou

nulas conclui-se que o valor da funcéo € llimitado.

c. Solucdo Optima Unica do modelo Primal

Das duas versdes de um modelo de PL (Primal e Dual) temos vindo a analisar apenas a primeira delas (em

capitulo posterior apresenta-se a Dualidade em programagéo linear).

No quadro 6ptimo do Simplex é possivel classificar a solugao de cada um dos modelos.
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Aborda-se agora exclusivamente 0 modelo Primal.

Considere-se 0 seguinte quadro 6ptimo do problema de Maximizag&o antes apresentado:

VB | X X F F, | Termo Independente
T 0 Yy Uy 4

X2 0 L Myl 9

fxy | o 0 My 3 96

A solugdo optima do Primal é Unica porque as VNB F, e F, tém coeficiente ndo nulo na equagdo da funcao

ou, de outro modo, s6 as VB tém coeficiente nulo na equacéo da fungéo.

Regra para reconhecer que a Solucéo Optima é Unica (modelo Primal)

Quando, no éptimo, as VNB (decisdo, folga ou excedentaria) tém coeficiente ndo nulo na equacéo da

funcéo, a solucdo Optima do problema Primal é Unica (s6 as VB tém coeficiente nulo na equacao da
fungdo).

d. Solugio Optima Indeterminada (mdltipla) do modelo Primal
Considere-se o problema de PL:
Max f(X) = 5x; + 10x,

sujeito a: X1 + 2X9 < 12
Xl + X2 < 10

Analisemos o0s quadros seguintes resultantes da aplicacdo do método do Simplex :

e F, e variavel de folga da primeira restricdo técnica

e F, évariavel de folga da 22 restricdo técnica

VB Xy Xy F F, | Termo Independente | Obs.
F, 1 2 1 0 12 Entrax,
F, 1 1 0 1 10 Sai F,
Xy | -5 10 0 0
X, 1, 1 Y, 0
F, 1, 0 1, 1 4
f(X) 0 0 5 0 60 Optimo

A solugdo optima € x,=0;x,=6;F =0, F,=4; Maxf(X) = 60 ; esta solugdo ndo é tnica pois a VNB x,

tem coeficiente nulo na equacéo da funcéo.
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Regra para reconhecer uma Solug&o Optima Indeterminada (modelo Primal)

Quando a solucdo dptima ndo é degenerada (as VB sdo positivas) e ha VNB com coeficiente nulo na

equacao da fungdo, a solucdo optima do problema Primal € sempre Indeterminada (multipla).

Nesta situacéo é necessario calcular outra solu¢ado 6ptima com x; como VB.

Retomando o quadro Optimo corrente e mudando de base com a entrada de x, e a saida de F, temos:

VB X X, F F, | Termo Independente Obs.
F, 1, 0 1, 1 4
f(X) 0 0 5 0 60 1° gptimo
X 1 0 -1 2 8
Xy 0 1 -1 2
f(X) 0 0 5 0 60 2° dptimo
S40 agora conhecidas duas solugdes dptimas X, e X; :
X 0 X, 8
. | X 6 .« | X 2
X, = L - DX, = L -
F 0 F 0
F, 4 F, 0

A expressao geral das soluges Optimas obtém-se por combinagdo linear convexa:

0 8
X =, X, +a,X, =a, ol %, coma, +a, =1¢€ a,,a, >0
4 0

Max f (X *) = 60
(Notar que para o, = 1 tem-se X = X, eparac, =0 tem-se X = X,)

A interpretacdo geométrica a seguir apresentada permite verificar 0 motivo da multiplicidade de pontos

6ptimos: X, 1
>
X
P Gradiente de f(X)
Ponto Optimo X, (8,2)
Ponto Optimo X4 (0,6) / / f(Xp) =60
f(X4) =60
Para todos 0s pontos kw\ Xq

(X)=60
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Quando a solucdo dptima é degenerada e ha VNB com coeficiente nulo na equac¢do da funcéo, a

solucdo Gptima € Indeterminada se e s6 aquela(s) VNB puder(em) entrar para a base com valor ndo

nulo (o que implica a saida da base de uma VB ndo nula).

Exemplo : Solugio Optima (degenerada) Indeterminada
Considere-se o problema de PL:

Max f(X) = x; + 2X, + X3

sujeitoa: 2%, + 2%, + X3 <
N o+ X3 <
X1, X, >
VB X1 X5 X3 F, F, VSM Obs
F 2 2 1 1 0 4
F, 0 2 1 0 1 4
f(X) 1 -2 1 0 0 0
X9 1 1 1/2 1/2 0 2
F, -2 0 0 -1 1 0 | Degenerada
f(X) 1 0 0 1 0 4 Optimo

A solucéo optima € degenerada e a VNB X tem coeficiente nulo na equagéo da funcéo.

Pode esta varidvel entrar para a base com valor ndo nulo ? Pode desde que se efectue a troca com a
variavel x, (teremos x, =4). Sendo assim, conclui-se que a solugéo optima ndo é Unica.
Fazendo a mudanca de base referida obtém-se a solu¢éo Optima:

VB X Xy X3 Fy F, VSM Obs

X3 2 2 1 1 0 4

F, -2 0 0 -1 1 0  Degenerada
f(X) 1 0 0 1 0 4 Optimo

Considerando agora as duas solugdes dptimas calculadas obtém-se, por combinagédo linear convexa, a
expressdo geral das solucdes 6ptimas do problema:

o
X =, X +a,X, =

+a, comae, +a,=1¢€ a,a,=20

o O ~ O O

o O o N

Max f (X ) = 4
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Veja-se agora uma solucéo optima degenerada mas Unica.
Exemplo : Solucio Optima (degenerada) Unica

Considere-se o problema de PL:

X % X3
Max f(X)= 2 1 2
Restricdo1 2 1 2 = 1
Restricdo2 1 3 1 > 3
Restricdo3 4 5 1 > 5

O quadro 6ptimo é o seguinte:

VB | X; X X E B3 A Ay Ay |VSM

Xy 0 1 0 -2/5 0 -1U5 2/5 0 1

Xq 1 0 0 35 -1/3 2/15 -3/5 13| 0

X3 0 0 1 -2/5 13 7/15 2/5 -1/3| 0 | Degenerada
fX) | O 0 0 0 0 1 0 0 1 Optimo

A solucéo optima é degenerada e as VNB E, e E; tém coeficiente nulo na equacéo da fungao.

Contudo nesta situagdo a menor ratio finita e ndo negativa & sempre nula quer se seleccione E, ou E, para

uma nova base.
Sendo esta “ratio” o valor da nova VB, as restantes variaveis que continuam na base mantém o seu valor
pelo que o vector da solugdo dptima corrente ndo sofre qualquer alteracao.

Estamos pois perante uma solucao dptima Unica.

Veja-se o resultado de seleccionar E, para entrar para a base por troca com a variavel x; (ou Xs).

VB X X X3 B B3 AL Ay Ay |[VSM

0
1
0
1

Optimo
O vector solugdo é exactamente igual ao anterior X" =[ X, ,X,, X3, E,, E3]=[0,1,0,0,0]:

Se escolhermos E, para entrar na base por troca com X, (ou X, ) sucede exactamente 0 mesmo:

VB | X X X3 E By A Ay Ay |VSM
E; 0 0 3 -6/ 5 1 7/5 6/5 -1

0
1
0
1

Optimo
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e. Degeneracéo

Relembre-se a regra para escolher a varidvel que deve sair da base quando se muda de extremo:

Escolha da Nova VNB (variavel que sai da base)

vector da variavel seleccionada para VB.

Em caso de "empate" a decisdo é arbitraria”.

"Dividem-se 0s termos independentes das equacdes técnicas pelos componentes ndo negativos do

Sai da base a VB em cuja linha se obtém a menor das “ratios” (valor da nova VB).

Admita-se a situagdo seguinte de Maximizagao.

A solugdo corrente ndo € Optima. Entra x, para a nova base:

VB Xy Xy X3 X4 Xs | Termo Independente | “Ratio”
X, 2 1 0 0 -1 6 6,=3
X3 -1 0 1 0 2 10 N&o ha
Xy 5 0 0 1 -1 15 15, =3
fX) | -10 0 0 0 4 60

A escolha da variavel a sair da base pode recair em x, ou X, pois nas duas equagdes verifica-se a menor

"ratio" finita e ndo negativa.

Escolhendo X, (por exemplo) tem-se:

VB Xq Xy X3 X4 X5 Termo Independente Obs.

X 1 Y, 0 0 1, 3

X3 0 1, 1 0 3, 13

X, 0 5, 0 1 %, 0 (degenerac&o)
f(X) 0 5 0 0 -1 90

Esta solugéo e Degenerada ( VB X, nula) porque na solugéo anterior a “ratio” minima finita e ndo negativa

se verificou em mais do gue uma das equacoes técnicas.

A solugdo corrente ndo é Optima. Entra para a base x5 e sai x, da base.

A nova solucdo bésica é a seguinte:

VB Xq Xy X3 X4 X5 | Termo Independente Obs.

Xg 0 Sy 0 2l 1 0 (degeneracdo)
X 1 A, 0 Y, 0 3

X3 0 3 1 -1 0 13

f(X) 0 10/, 0 2l 0 90

Esta solucdo é também degenerada verificando-se que o valor da funcéo ndo sofreu alteracéo tal como

0 vector solucéo (ndo houve mudancga de extremo!)
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Qual a razdo do aparecimento de solucbes degeneradas ? Podem provocar dificuldades na aplicacdo do

método Simplex?

Normalmente, em problemas de pequena dimensdo, a degeneragdo estd associada a existéncia de

redundancia na definicdo do espaco de solucbes como se vé na figura seguinte:

A

X2

X, + 2X, = 4 (Redundante) |

I

2x1+3x2:6

O ponto “A” pode ser definido por trés bases diferentes nelas figurando sempre x,=2 e a outra VB é nula
(degeneracéo).
Se maximizarmos a fungéo f(X) = x, + 5x,, € no ponto “A” que a funcéo atinge 0 maximo f(X)=10. Contudo o

método do Simplex considera ndo optima a base [P; P,] com x;=0 e x,=2.

A Degeneracdo pode provocar a entrada em ciclo, ou seja, 0 método do Simplex ndo atinge a solugéo

Optima repetindo interminavelmente a mesma sequéncia de iteragdes sem alteracdo do valor da funcéo

objectivo.

Na prética ocorrem solu¢Bes degeneradas mas a ocorréncia de ciclo € muito pouco frequente ! (Kotiah
refere a ocorréncia de ciclo num modelo real de filas de espera com 15 restri¢des e 20 variaveis).
e.1. Modelo Teorico com Ciclo
Ha modelos tedricos para simular o fenémeno de entrada em ciclo (exemplo seguinte):

sueitoa:  Y,x; - 8, - X o+ 9% < 0
Ypxy - 12 - Upxg + 3K < O

X3 < 1

Xq , X9,Xg Xy > 0

1 Ver Kotiah e Steinberg,"On the Possibility of Cycling with the Simplex Method", Operations Research (1978)
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Utilizando o0 método do Simplex tem-se a seguinte sequéncia de solugdes:

VB X, X, X3 X, F, F, Fs VSM Obs.
Fy Hy 8 1 9 1 0 0 0 Entra x,
FBo | Y 12, 3 0 1 0 0 SaiF,
Fs 0 0 1 0 0 0 1 1

fx) | 3, 20 Y, 6 0 0 0 0

Xy 1 -32 -4 36 4 0 0 0 Entra x,
F, 0 4 %, -15 -2 1 0 0 SaiF,
Fs 0 0 1 0 0 0 1 1

(X) 0 4 7, 33 3 0 0 0

X 0 1 3g 19, 1, 1, 0 0 Entra X,
X1 1 0 8 -84 -12 8 0 0 Sai x;
Fs 0 0 1 0 0 0 1 1

(X) 0 0 2 18 1 0 0

X3 g 0 1 211, 3, 1 0 0 Entra x,
X2 K 1 0 %16 Y16 g 0 0 Sai X,
Fs g 0 0 21, %, 1 1 1

o | Y, 0 0 3 2 3 0 0

Xy 1, 16/, 0 1 Uy 2, 0 0 Entra F,
X3 5/, 56 1 0 2 -6 0 0 Sai X3
Fs *l -56 0 0 2 6 1 1

) | Y, 16 0 0 -1 1 0 0

F, 5, 8 y, 0 1 3 0 0 Entra F,
Xy Ys 4 s 1 0 Y, 0 0 Sai x,
Fs 0 0 1 0 0 0 1 1

f(X) 7, 44 Y, 0 0 -2 0 0

Entrando F, e saindo x, a nova base € igual a primeira; a sequéncia de bases repetir-se-a

novamente (nunca houve saida do extremo x, = 0; X, =0; X, =0; x, = 0).

Ha vérios métodos para evitar situacdes de "ciclo". Referem-se, a titulo de exemplo, 0 método de

Bland? (Smallest Index Rule), o Método da Perturbagdo de Charnes? e o Método Lexicogréfico de

Dantzig, Orden e Wolfe 4.

2 R.G.Bland, "New Finite Pivoting Rules for the Simplex Method" Matehematics of Operations Research (1977)

3 A. Charnes,"Optimality and Degeneracy in Linear Programming" Econometrica (1952)

4 G. B. Dantzig, A. Orden and P. Wolfe, "The Generalized Simplex Method for Minimizing a Linear Forma Under Linear Inequality

Constraints”, Pacific Journal of Mathematics (1955)
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Apresenta-se a resolucao do problema com o software do autor onde se evita a entrada em ciclo "

perturbando os termos independentes inferiores a 10-1> guando ndo Unicos"™:

VB X1 X2 Xz Xy Fi F, Fs | Termo Independente
F, Y. 8 1 9 1 0 0 0+€
F, Yy, 12 Y, 3 0 1 0 0+2¢€
Fs o o0 1 0 0 0 1 1
f(X) 4 20 Y, 6 0 0 0 0
X1 1 32 4 3 4 0 0 A€
F, o 4 ¥, 15 2 1 0 0
Fs o 0o 1 0 o0 0 1 1
f(X) o 4 7, 38 3 0 0 0
X, o 1 g B, M, M,o0 0
X1 1 0 8 -84 -12 8 0 A€
Fs o o0 1 0 0 0 1 1
f(X) o 0 -2 18 1 1 0 0
X3 0 % 1 10 Yy ¥y 0 0
X1 1 %, 0 4 Y1y Y, 0 4€
Fs o %, 0o 10 Yy H, 1 1
f(X) o %, o 2 Yy I, 0 0
X4 0 i 0 1 s s M 110
X3 o o0 1 0 0 0 1 1
X1 1 M. 0 0 s Py 2l
f(X) 0 %y 0 0 s W oY Y
F, o 2 0o B, 1 T, 3, I,
X3 o o0 1 0 0 0 1 1
X1 1 24 0 6 0 2 1 1
f(X) o 2 0o %, o ¥, sl .y

No 1° quadro as duas primeiras equacdes tém termos independentes inferiores a 10-1> pelo que se
adicionou “€” (10%) no primeiro e “2€” no segundo. Porque a "ratio" (4€) €é igual nas duas
equacdes decidiu-se arbitrariamente a entrada de x; para a base.

Nos quadros seguintes 0 sistema de equacgdes técnicas ndo mais apresentou mais do que um

termo inferior a 105 pelo que néo foi necessario repetir a “perturbacéo” referida.
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