Bases tedricas do método Simplex

M. Bases Tedricas do Método do Simplex

Em variados dominios de aplicagcdo h&4 modelos matematicos com a seguinte estrutura:

um conjunto de "n" variaveis X , X, , ... , X,
um conjunto de "m" condices lineares (m<n) relacionando as variaveis por meio de desigualdades
do tipo agy Xq +agXy + ... + 8y, X, < by

uma funcéo linear f(X) = ¢, X; + ¢, X, + ... + C, X, da qual se pretende determinar o Maximo ou
Minimo

a condicéo de ndo negatividade das variaveis x; >0, X, >0,...,X,>0

Este tipo de modelo, denominado Modelo de Programacéo Linear, pode ser generalizado relativamente ao

sentido das desigualdades e ao dominio das variaveis.

O matematico americano George Dantzig, em 1947, estabeleceu uma forma sistematica de resolucédo do

modelo de programacdo linear recorrendo a teoria das equagdes lineares, ao conceito de independéncia de

vectores e a algebra matricial. Neste capitulo sdo abordados os aspectos essenciais para compreender o

Método do Simplex.

1. Modelo de Programacao Linear

Admita-se uma empresa que pretende Optimizar o plano de producdo dos bens A e B na situacéo seguinte:

Recursos criticos disponiveis: Madeira 300 metros
Horas de trabalho | 110 horas

Produto | Madeira (metros) | Horas de Trabalho (h)

Consumos unitarios previstos: A 30 5
B 20 10

B

Lucro unitario da venda (u.m.) 6 8

O Modelo Matemético para Optimizar a Producdo de A e B é o seguinte:
Max f(X) = 6x, + 8x,

em que:

sujeitoa:  30x;, +  20x, < 300
5, + 10x, < 110
X, % 2> 0

as variaveis x; e x, representam respectivamente os niveis de producéo de A e B;

as relagBes de tipo “<” garantem que 0s consumos de madeira e horas de trabalho ndo ultrapassam
as disponibilidades existentes;

a funcéo linear f(x; , x, ) representa o lucro que se pretende maximizar;

as variaveis s6 podem tomar valores néo negativos;
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2. Sistemas de Equac®es Lineares

Considere-se 0 sistema de "m" equagdes lineares com "n" variaveis (X, , X, ..., X, ):

Xy ot oapX, ot .t A X, = b
Ay Xy T ApX, Lt Ay X, = b,
aAm Xy t o oapX ot ..+ agyX, = b,

em que g; e b; sdo valores reais conhecidos e constituem respectivamente coeficientes das variaveis e termos

independentes do sistema de equagdes.

ajg app . ap ([ x| |b
. n — a a .. a X b .
O sistema de equacdes na forma matricial é : | “2t  “22 20172012172 | (tipo AX = B.)
ami am2 mn [ Xn bm

Nota: A matriz [ A, B ] denomina-se matriz completa do sistema.

O sistema de equacdes pode ser:

Incompativel

Caracteristica de A < Caracteristicade [ A, B ]

Compativel

Caracteristica de A = Caracteristicade [ A, B ]

Determinado (solug&o Unica) Indeterminado (solugdo multipla)

Caracteristica de A = n (nimero de variaveis) Caracteristica de A < n (nimero de variaveis)

Admita-se " m<n " (nimero de equacdes inferior a0 numero de variaveis) o que ndo constitui hipétese

restritiva pois que se a caracteristical _da matriz A for “m; < m” ou o sistema é incompativel e néo tem

interesse para o estudo em curso ou é compativel e neste caso “m,” sera a caracteristica a considerar.

Se a caracteristica da matriz A for "m" entéo o sistema de equacdes é Indeterminado de grau "n-m".

De facto, supondo que a matriz ndo singular A, de ordem "m" (que forcosamente existe) é constituida pelas
primeiras m linhas e colunas da matriz A entdo ha outra matiz A, constituida também por “m” linhas mas
com as “n-m” colunas restantes, ou seja:

A AL |-

n—-m

1 A caracteristica de uma matriz é o nimero méximo de linhas (colunas) que sdo linearmente independentes. E igual & ordem

do determinante de maior ordem diferente de zero que € possivel formar no quadro da matriz dada .
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As coordenadas do vector X, sdo arbitrarias (sistema indeterminado de ordem “n-m”); considerando-as
nulas o sistema anterior fica:
X
m
A AL

0 }Z[B] e portanto [A, ][X, ]=[B]

A solugdo deste Gltimo sistema é X, = A 'B.

As variaveis pertencentes ao vector X,, denominam-se Variaveis Basicas (VB).

As restantes variaveis, pertencentes ao vector X, (que sdo consideradas nulas), sdo denominadas
Variaveis Nao Basicas (VNB).

Dado que no sistema AX=B a matriz A tem “n” vectores, o sistema tem, no méaximo, C. solugbes

denominadas Solucdes Basicas.

Exemplo

Considere-se o sistema de equagoes:
X, +2X, + X3 =9
X, + X, +4%X, =17

X
, 12 17| 9
Na forma AX=B o sistema e 1 X, | = .

1 4 17
X3

O ndmero maximo de solucdes deste sistema é C = C;’ = 3, correspondentes a 3 Bases de um espaco

vectorial de dimensdo m=2.

Para cada base tem-se um sistema do tipo [A_ ][X,]=[B] cuja solugdo é X = A-*B com Xom =0

Sisteman®1 (VB: X; € X,) Sisteman®2 (VB: x; € X3) Sisteman®3 (VB: X, € X3)
X, +2X, =9 X, +X;=9 2X, +X; =9
X, +X, =17 X, +4x; =17 X, +4x, =17
X; =0 (VNB) X, =0 (VNB) X, =0 (VNB)
Na forma matricial tem-se:
1 20| |9 1 1jx| |9 2 111x,| |9
1 1x,| |17 1 4||x,| |17 1 4l|x,| |17
X; =0 X, =0 X, =0
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Recorrendo a inversdo da matriz dos coeficientes das Variaveis Basicas, obtém-se as solucdes basicas:

Il

9

F5)

4l

0

N

%

}

1)

l

|

0

2 17797 [19/7
1 4| |17| |25/7

Nota: No sistema de equacdes lineares com “m” equacdes, “n” variaveis e a matriz A_ - dos coeficientes das

varidveis com caracteristica “k” podem ter-se as seguintes situagoes:

m <n (n°de equacOes ndo excede n° de variaveis)
Situacéo Determinado Indeterminado | Grau da Indeterminacéo
k=m=n @
k=m<n @ n-m
k<m<n &) n-k
(m-k) eq. redundantes
m>n (n°de equacdes superior ao n° de varidveis)
Situacdo Determinado Indeterminado | Grau da Indeterminacao
k=n &)
(m-n) eq. redundantes
k<n ® n-k
(m-k) eq. redundantes

3. Combinacdo Linear Convexa

Considerem-se em R" (espaco a “n” dimensdes) os pontos:

X.

Xy

X3

(i=12,...n)

Deste conjunto admitam-se “k” pontos X, , X, ... , X, e calcule-se um ponto X tal que:

Este ponto X denomina-se Combinagéo Linear Convexa dos pontos X; , X, ,

K k
X=>4X; com0<i<le =1
i=1 i=1

..., Xy tratando-se de um

conceito fundamental do Método do Simplex ( a combinacéo linear diz-se Convexa Estrita para 0 < 4 <1).
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Veja-se em R? o significado geométrico do conceito:

A
Xy

Py

6 ................... :

9 3
Considerando os pontos P, e P, de coordenadas X, = L} e X, = {6} respectivamente, as coordenadas

de qualquer ponto P pertencente ao segmento P,P,, podem definir-se pela equacéo:
X=21X;+ X, com A tA,=1led;, A, 20

Para A, = /5 e A, = ?/; as coordenadas de P s&o:

o HiEHEN

Se em R? se considerarem 3 pontos ndo colineares P, , P, , P; qualquer ponto do plano pode ser expresso

combinando linearmente P, , P, e Py

6

10
10}+;t{2} (comA, +4, +4;,=1)

2
P=2Py+A,Py+ AP = 4 L}+ﬂ,2 {

Se estabelecermos que a soma dos escalares A, A,, & A3 € igual a unidade entdo P € combinagdo linear

convexa dos 3 pontos e pertence ao tridngulo por eles definido como mostra a figura seguinte:

%Y

....................... P, (6,10)

P53 (10.2)

No quadro seguinte apresentam-se varias combinagbes de valores de A,, %, € A, para definir as

coordenadas de um ponto P que é combinagdo linear convexa dos pontos P, , P, , P;:
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A X Ay  Coordenadas do ponto P Posicao Relativa do Ponto P
0 0 1 (10,2) Coincidente com P,
1 0 0 (2,3) Coincidente com P,
0 1 0 (6,10 Coincidente com P,
02 08 0 (5.2,8.8) Segmento P,P, *
07 0 03 (4.4,3.4) Segmento P,P5 *
0 04 06 (8.4,5.2) Segmento P,P4 *
03 02 05 (6.8,4.2) Interior do tridngulo *

As equagBes das rectas definidas por cada par de pontos séo
o 3, +X,=1; recta definida por P, e P,
e 22X, t+X,=22;recta definida por P, e P,
e X; +4x,=18; recta definida por P; e P,
pelo que um ponto P situado nos lados do tridngulo ou no seu interior tem coordenadas que devem satisfazer
simultaneamente as seguintes condi¢des (restrigdes):
o 32x +x, <1
o 2 tX, <22
o X, t+4x, 218
a. Conjunto Convexo
Um conjunto n-dimensional (no sentido de espago n-dimensional) diz-se Convexo se pertence ao
conjunto qualquer ponto de um segmento de recta definido por quaisquer dois pontos do conjunto.
Atendendo ao conceito de Combinacéo Linear Convexa, exposto na secgdo anterior, num conjunto

convexo toda a combinacdo linear convexa de qualquer par de pontos do conjunto é ponto do conjunto

(veja-se a interpretacdo geométrica em R2 apresentada nas figuras seguintes):

DA

Convexo Convexo Convexo Né&o Convexo

b. Pontos Extremos de um Conjunto Convexo

/

Um ponto de um conjunto convexo diz-se Extremo ou Vértice do conjunto se ndo é possivel defini-lo
como combinacdo linear convexa estrita.

Considere-se o conjunto definido pelas relagdes x; <3;X, <2, X; +2X,<6; X, >0 X, > 0:
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Qualquer ponto
da zona tracejada satisfaz todas as relagfes propostas (solu¢do admissivel) pelo que pertence ao
conjunto.

O conjunto das solugdes é Convexo.

Os pontos A, B, C, D, E sdo Extremos.

c. Poliedro Convexo Minimo

Dado um conjunto de "n" pontos, 0 conjunto convexo minimo contendo aqueles pontos diz-se Poliedro
Convexo Minimo (no texto sera simplesmente referido como Convexo).

Denomina-se Aresta do Convexo o segmento de recta cujos extremos s&o extremos do convexo.

Os extremos de uma Aresta do Convexo dizem-se Extremos Adjacentes.

C

O segmento de recta AB é uma Aresta do

Convexo. Os pontos A e B sdo Adjacentes.

A
4. Forma Padrdo do Modelo de Programacao Linear

Para aplicar o Método do Simplex na resolucdo de modelos de Programacao Linear é necessario que estes

sejam reduzidos a uma forma particular denominada Forma Padrédo do Simplex a seguir definida:

] "C" é a matriz-linha dos coeficientes das varidveis na funcdo objectivo;
MAX (ou Min) f(X) = CX o
"X" & 0 vector coluna das variaveis do modelo na forma-padrao.

AX=B Um sistema de equacBes organizado a partir das restricdes técnicas.

"B" é 0 vector coluna dos termos independentes das restricdes técnicas

B>0 (segundos membros).

Os termos independentes das equagdes sdo ndo negativos.

X=0 As variaveis do modelo-padréo sdo nao negativas.
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Para reduzir um modelo de PL a forma-padréo actua-se do seguinte modo:

a. Restricdo Técnica do tipo "<" (emprego da variavel de Folga)

A reducdo da restricdo a forma de
igualdade faz-se pela introducéo de uma
auxiliar - ndo

variavel negativa com

coeficiente unitario (variavel de folga).

Exemplo

x1+x2+Fl=5comF120

(F, € a variavel de folga)

A restricéo x1 + xp < 5 fica na forma-padrao:

b. Restricdo técnica do tipo ">" (emprego da variavel Excedentaria)

A reducdo da restricdo a forma de
igualdade faz-se pela introducéo de
uma varidvel auxiliar ndo negativa com

coeficiente "-1" (variavel excedentaria).

Exemplo

2xl+3x2—E1:10com Elzo

(E, € a variavel de excedentaria)

A restrigdo 2x,+3x, > 10 fica na forma-padréo:

c. Termo Independente Negativo

A reducdo da restricdo a forma padréo é
feita multiplicando os dois membros por

"-1" e trocando o sinal da desigualdade.

Exemplo

A restricdo 5x, + X, > - 20 toma a forma:

-5x1 X, < 20
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d. Variavel Nao Positiva (emprego da variavel simétrica)

Uma variavel ndo positiva é substituida no Exemplo
modelo por uma varidvel auxiliar simétrica Max f(X) = x; + 3x,
(ndo negativa). s 3x, +2x,<12

X, +4x,<8

X, <0;x,>20

Considera-se X, =X, com X, > 0 e substitui-
se no modelo ficando este:

Max f (X) = —x, +3X,
—3X, +2X, <12
—X, +4x, <8

X, X, 20

e. Variavel Livre (sem restricdo de sinal) (emprego de uma diferenca de variaveis néo negativas)

Uma variavel livre é substituida no Exemplo
modelo pela diferenca de duas Max f(X) = 3x1 + 5xp
variaveis auxiliares ndo negativas. sa. X, +6x,<12

No exemplo, apds atingido o ponto dptimo,
plo, ap g p p X, + 2%, <8

o valor de x, € a "diferenca" entre os .
_ o N X, =20;x, livre
valores Optimos das varidveis auxiliares de
Considera-se X, = X,— X, COM X,, X, >0e

substitui-se no modelo ficando este:

substituicdo. Dado que estas sdo sempre

complementares e ndo negativas a
"diferenca” é negativa ou nula ou positiva | | Maxf(X) = 3xg +5(X, = X;)
garantindo-se pois a liberdade de o ponto sa. X +6(X,—X,)<12
optimo ser pesquisado ndo atendendo ao X +2( X,z_ x;) <3
sinal de Xx,. o
X, Xy, X, 20

Se no modelo de PL figura mais do que uma varidvel livre é possivel efectuar o seu tratamento

simultdneo recorrendo a uma Unica varidvel auxiliar dado que gqualguer vector pode ser expresso pela
-9

diferenca entre 2 vectores ndo negativos como mostra o exemplo seguinte para o vector | 1
-5
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—9] o] [9] o 1
1 |={10(-|9|=]10|-W1| (comw=9)
5| | 4] |9| |4 1

Atendendo ao exposto as variaveis livres “ x; " podem ser substituidas pela diferenca

(x'j —Ww) com Xi,W>0.

Exemplo
Max f(X)=10x, +2X, +2X,
s.a.
3x, +4x, <10
2%, + X, <12
X, X, livres; x; >0

, X, =X —W o )

Considera-se , . Substituindo obtém-se:
X, =X, —W

Max f(X)=10(x, — W)+ 2(X, — W)+ 2X, Max f(X)=10x, + 2x, +2X, —12w
s.a. s.a.
3(x, — W) +4(x, —w) <10 < | 3x, +4x, —Tw<10
2(X, —W) + X5 <12 2X, + X, —2W<12
X, Xy, X5, W>0 X,y Xy, Xg, W0

Actuando deste modo, independentemente do nimero de variaveis livres, é aumentada apenas uma
varidvel (w) ao numero total de varidveis do modelo para aplicar o método Simplex.

f.  Variavel com Limite Inferior

O tempo de calculo da solucdo dptima de Exemplo
um modelo de PL aumenta muito mais Max f(X) = 3x, + 5x,
com o numero de restricdes técnicas do s, 3x, + 4%, < 24
a3 <

que com 0 numero de variaveis.

2X, +X,<8
Se no modelo ha varidveis com limite
L . - . X, =2
inferior (x; > k), o calculo do optimo obriga

X, >-3

a considerar estas restricbes técnicas o
Pode reduzir-se 0 namero de restricdes técnicas

que pode evitar-se substituindo a variavel ,
considerando:

X por (x: +k) com x; >0. , ,
jPor 0 +k) ! X =X +2; X, =X, -3

Substituindo fica:
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Atencéo

Esta técnica dificulta a interpretacdo
econdmica do modelo pelo que o software
do autor ndo a utiliza (exceptua-se o caso

da programagcao linear inteira onde ndo ha X;, X, 20

interpretacdo econdmica).

Max f (X) =3 (X, +2)+ 5(X, —3)
s.a. 3(X, +2)+4(xy;-3)<24

2(X, +2)+ (X, -3)<8

(feita a transla¢éo dos eixos coordenados)

g. Maximizacéo / Minimizacéo da Fungéo-Objectivo

O método do Simplex permite o calculo do extremo condicionado da fungéo linear (maximo ou minimo).

Para calcular o Minimo de uma fungdo objectivo, pode maximizar-se a fungdo simétrica ou seja
considerar a relagdo Min f(X) = - MAX [ - f(X) ].

Nota: O software do autor optimiza directamente a funcéo objectivo tal como é feito neste manual.

h.  Exemplo de reducdo de um modelo de PL a forma padréo do Simplex

Modelo de PL:
Max f(X) = X, +2x, - 3%,
s.a.
-2X - X +

4x, > -12
Xq > 6
X, livre

X, > 2
X < 0

Para reduzir o modelo a forma-padréo do Simplex é necessario:

¢ transformar em igualdades as 12 e 22 restri¢des técnicas;

e multiplicar por "-1" a primeira restricdo que tem termo independente negativo;

e substituir as variaveis x; e X5 por variaveis ndo negativas;

e pode substituir-se a variavel x, (variavel com limite inferior) para reduzir o nimero de

equacBes no sistema-padrdo (o que se fara para exemplificacao).

Forma Original

Forma Padrdo

A variavel x, substitui-se peca diferenca de duas variaveis ndo negativas

Xq livre :
Xp =X =X
A variavel x, substitui-se do seguinte modo
Xy =2 :
X, =X, +2.
A variavel x4 substitui-se por uma variavel simétrica
X< 0
3

X3 =—X;.

Positivar 0 2° membro multiplicando por "-1"
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Adicionar ao 1° membro a variavel de folga F;
2X; + 3%, - dxg + F =12
Substituir as variaveis x; , X, , X3
2X, — 2%, +3X, +4x; +F, =6

Subtrair ao 1° membro a Variavel excedentaria E,
X; t 2% - X3 —E,=6
Xp+ 2%y - X326 L P
Substituir as variaveis Xy, Xy, X3

X, =X, +2X, + X —E, =2

Substituir as variaveis Xy, X,, X5

f(X)= x; + 2x, - 3X S , ,
= 223 f(X)= X, =X, +2X, +3x, +0F, +0E, + 4

Condigéo de ndo negatividade: X,, X, , X,, X5, F;, E, >0

Modelo na forma padréo do Simplex :
MAX f(X) = X, — X, +2X, +3X; + O0F, + 0E, + 4
S.a.
2%, — 2%, +3X, +4X, +F, =6
X, — X +2X, +X; —E, =2
X, X, Xy, X5, Fy, E, 20

5. Solugdes do modelo de PL

Considere-se 0 modelo de PL na forma-padréo:

Forma Matricial
Max f(X) = c,x; +CX, + ... + C X MAX f(X) =CX
s.a.
apXp *oapXy t .t X, = Dby
= AX=B
QX o ApXy t ot Ay = b
am1Xy + AmaX2 o f AnpXy = bm
X>0
Xp, Xgy oo, X, 20 (M<n)

SOLUCAO: conjunto de valores das variaveis que satisfazem o sistema de equacdes técnicas

SOLUCAO ADMISSIVEL: solucio em que todas as variaveis satisfazem a condi¢io de néo negatividade, ou

seja é uma solucdo que satisfaz todas as restricdes (técnicas e logicas)
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SOLUCAO BASICA ADMISSIVEL (SBA): é a solugio admissivel de uma base

Degenerada
Se uma ou mais varidveis basica sdo nulas
N&o degenerada
Se todas as variaveis basicas sdo positivas
Optima
Se nela a fungdo objectivo atinge 0 maximo

SOLUCAO BASICA ADMISSIVEL (SBA)

6. Analise do Sistema de Equacbes AX=B com X >0
a. O conjunto de solugbes admissiveis do sistema € um conjunto Convexo
Demonstragéo

Se X, e X, séo solugBes admissiveis do sistema entdo AX; = AX,=B.
Considere-se a solugao X obtida por combinagdo linear convexa de X, e X,
X=X+ 20X,  comA;+h,=1led;, A, 20

Temos entao:

AX = B
AX = ARy X))
AX = AAX, +,AX,
AX = WB+2B

AX = B th)

AX = B

0 que prova que X também é uma solucdo admissivel (X>0) pertencente ao convexo de solugdes.
b.  As solucBes béasicas admissiveis sdo Extremos do Convexo
Demonstragéo
Admita-se que o Convexo de solugdes do sistema AX=B é fechado! e X uma SBA (X > 0).
No vector X ha "n-m" coordenadas nulas. Supondo que o sistema foi resolvido em ordem as primeiras

"'m" equacdes entdo o vector X € :

X = " com (X;, ... , Xy > 0)

1O convexo das solugbes admissiveis pode ser Vazio, llimitado ou Fechado; considera-se esta Ultima hipétese dado que o

método Simplex permite detectar as outras duas.
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A solucdo do sistema para X pode escrever-se:
XPy+XPy+ ..+ X Py +0.Ppyy+...+0.P, =B
emque P, , P,, ..., P, sdo vectores-coluna dos coeficientes das variaveis nas equacdes do sistema e B
é 0 vector dos termos independentes.
Como as Ultimas "n-m" coordenadas sao nulas entdo a solu¢do resume-se a:
XP1+X,Py+ ... +X,P,=B
Se X ndo for extremo do convexo pode obter-se por combinag&o linear convexa dos pontos U e V do
convexo (U = V) ou seja
X=nMU+A,V com A+A,=1ekr;, Ay, 20

Para obter X por combinagdo linear de U e V € necessario que nestes vectores as ultimas "n-m"
coordenadas sejam nulas, para que o sejam no vector X (o escalar A ndo pode ter valor nulo), pelo que
em U e V as solugOes satisfazem:

u,P; + u,P, + ... + u,P,, = B no caso da solugéo U

VP + VP, + ... + Vv, P =B nocaso da solugdo V
Nas trés solugdes o conjunto de vectores dos coeficientes das variaveis é o mesmo.
Designando-o por P, entdo temos PX = PU = PV = B 0 que conduz ao absurdo de U e V serem iguais o
que contradiz o pressuposto de serem distintos. Esta contradi¢do obriga a negar a possibilidade de X
poder ser obtido por combinacéo linear convexa de pontos do convexo e dai concluir que X € extremo
do convexo de solucgoes.
c. Os Extremos do Convexo sdo solucdes basicas admissiveis

Demonstracéo

| X
Admita-se que Xz[
X

} é um extremo do convexo de solugdes.
n—-m
Entéo:
AX+ AyXom=Bouseja X =A*(B-A_ X, .)comX =0
Sendo X, > 0 entdo X é admissivel.

Se admitirmos que X, # 0 ou seja X, = 0 entéo é possivel definir dois pontos X, e X, tais que:
Xi=A[B=A (X, +0)]
X, = A B- A (X, =6)]
em que 0=>0 é um vector-coluna com "n-m" elementos que garantem a ndo negatividade das
coordenadas de X; e X,.
Estabelecendo X como combinagdo linear convexa de X; e X, tem-se:

X = AXg + 2%, COM Ay + A, =1k, hy20
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Para A=Y/, tem-se X = X, + ¥,X, = A"*(B—A__ X, ) o que evidencia que se X, > 0 entdo X

nao é extremo como se pretendia demonstrar.

Resulta assim que se X é extremo do convexo de solucdes € forcosamente SBA.

SUMARIO DA ANALISE DO SISTEMA AX =B

e O nlmero maximo de solugdes é C (n =n° de varidveis ; m = n® de equagdes do sistema)

e Uma SBA nado degenerada esta associada a um Unico extremo
e A um extremo podem estar associadas mais do que uma SBA degenerada (ver exemplo na seccéo

seguinte)
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d. Exemplo

Considerem-se as seguintes restricdes de um modelo de PL:
2%, +3X, <6
X +2X, <4
X{, %20

Na forma-padréo do Simplex tem-se o sistema de equacdes:

2, o+ ¥ + K4 Ox, = 6
Xg, + 22 o+ O F F, =4
X) X F By >0

Considerando P;, P,, P5, P, 0s vectores-coluna dos coeficientes das variaveis x;, x,, Fl, F2 0 sistema na
forma matricial é:
Xl
2 3 1 0fx, 6
120 1|F| |4
FZ
A caracteristica da matriz de coeficientes € igual a 2 pelo que o sistema é indeterminado de ordem
‘n-m"=4-2=2.

O nlmero méximo de solugdes do sistema de equacdes é C; =6 como se Vvé na figura seguinte:

* Soluges X, X,,Xg

2X1 + 3%y =6
Solugédo X
~_ / 2
_ —@- >
Solugdo Xg Solucio X S~ Xq
3

* Solucbes Degeneradas associadas a0 mesmo extremo

O convexo de solucdes (espaco de solucbes) do modelo de PL esta assinalado a tracejado.

Das solu¢es do sistema de equagbes X; , ... , Xg SO a solucéo X, ndo e admissivel porque néo

pertence ao convexo.
O calculo das solucBes do sistema, a seguir apresentado, é efectuado resolvendo-o “em ordem a duas

variaveis” e considerando nulas as restantes variaveis.
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Solugdon® 1

Vectores basicos P, e P,
(variaveis basicas (VB) sdo x; € X, )
Sistema de equacdes em ordem a x,€ X,:

2%, +3X, =6
X +2X, =4
F,=F,=0

Solug&o do sistema

X, 0

X 2
Xy = F21 “lo

3

F, 0

(Degenerada: VB x, € nula)

Solugéo n° 2
Vectores basicos P; e P, Solugdo do sistema
(VB:x,eFy)
Sistema de equacOes em ordem a x; e F; X 4
2x,+F, =6 X, = X2 | 0
X, +OF, = 4 Folo|-2
X, =F,=0 F, 0
(N&o Admissivel : VB x; € negativa)
Solucéo n°® 3
Vectores basicos P, e P, Solugéo do sistema
(VB:x,eF,)
Sistema de equacdes em ordem a x e Xy 3
2x, +0F, =6 X, = )I(:Z = 8
X, +F, =4 1
X, =F, =0 EERNE

(N&o Degenerada : VB positivas)
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Solugdo n° 4
Vectores basicos P, e P, Solugéo do sistema
(VB:x,eF, )
Sistema de equacdes em ordem a x, e F; Xy 0
_ X, 2
3X,+F =6 X, = - :0
2X, +0F =4 1
X, =F, =0 E 0
(Degenerada: VB F, € nula)
Esta solucdo é igual a n° 1 (mesmo ponto)
Solugdo n®5
Vectores basicos P, e P, Solugéo do sistema
(VB:x,eF, )
Sistema de equacdes em ordem a x, € F: Xy 0
3x, + OF, = 6 x =| %2 |_|2
* IR | |0
2X,+F, =4 1
X, =F, =0 R] 10
(Degenerada: VB F, € nula)
Esta solucdo é igual a n° 1 (mesmo ponto)
Solugdo n° 6
Vectores basicos P; e P, Solugéo do sistema
(VB:F eF,)
Sistema de equagdes em ordemaF eF, : X 0
F,+0F, =6 x =| % |_|9
* IR | |6
OF +F, =4 1
X =X,=0 R 4
(N&o Degenerada: VB sdo positivas)
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e. Ha Solucao Optima em pelo menos um dos extremos do convexo de solugdes admissiveis

3
=

Boeme] =" [eemo] —*

Demonstragéo
Admita-se a forma-padrdo do modelo de PL Max f(X) = CX sujeito a AX=B com X > 0.

Admita-se, como hipétese, que 0 maximo da fungéo objectivo € atingido no ponto X, que n&o é extremo.
Se Xy, Xy, ..., X, forem pontos extremos do convexo de solu¢des do modelo entéo X, pode obter-se por
combinagdo linear estrita daqueles extremos:
Xo= Xyt AXKo o v X (0<Ag Agy oo Xy <L A+ 2+ + 1y = 1)
No ponto associado a X, 0 valor da fungéo é:
f(Xg) = CXg = AgCXy + AoCXy + ... + L, CX,
em que CX;, CX, , ..., CX, representam o valor da fun¢do em cada um dos extremos considerados.
Admitindo que os valores de CXy, CX,, ..., CX, sdo diferentes e que o maior € deles & CX; = M entdo:
(X) SAM+ M+ UM = (X)) <M (hy + Ry + .o+ 2y)
X <M < (X)) <CX,

0 que permite concluir que 0 maximo da fungao ndo € atingido em X, mas sim no extremo Xp sendo falsa

a hipdtese proposta. Naturalmente, se 0 maximo (ou minimo) da func&o objectivo for atingido em mais do
que um extremo entdo também o serd em qualquer ponto que seja combinacdo linear convexa desses
extremos ( solugéo Optima diz-se Indeterminada).
De facto, admitindo que tais extremos s&o X, , X, € X, da sua combinagéo linear convexa obtém-se:
X=X+ AXo+ AKX, (O0<A, Ay, A <L+ A+ A =1)
onde o valor da fungdo objectivo é
f(X) = CX=A,CX, + LCXy+ ALCX =AM+ M+ AM=M (A, + A+ X)) =M

0 que permite concluir que:

A pesquisa da solugdo dptima do modelo de PL deve ser feita exclusivamente nos extremos do
convexo de solucdes.

Se 0 maximo (ou minimo) da fung&o é atingido num Gnico extremo a solugéo diz-se Unica.

Se 0 mé&ximo (ou minimo) da funcéo é atingido em mais do que um extremo a solugdo diz-se
Indeterminada (multiplas soluges).

Normalmente s6 parte das solucbes do sistema de equacdes técnicas do modelo de PL sdo solugdes

admissiveis.
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Como a pesquisa do éptimo deve ser feita exclusivamente nos extremos do convexo de solugBes reduz-

se 0 tempo de célculo conhecendo:

e quando a solugdo num dado extremo é ou ndo € 6ptima;
e se a solugdo num dado extremo ndo é Optima, qual o préximo extremo que deve ser
analisado;
Esta reducéo do tempo de célculo é garantida pelo método do Simplex através de:
e uma regra de paragem para o clculo se o 6ptimo ja foi atingido;

e uma regra para mudanca de extremo que garante a melhoria do valor da funcéo objectivo

(ou, pelo menos, a manutengédo do valor em alguns casos de solugdes degeneradas);
Nas alineas seguintes procede-se a deducao destas regras por ser essencial conhecer o seu fundamento
tedrico. Tratar-se-& em primeiro lugar a mudanca de extremo por facilitar a posterior deducéo do critério
de optimalidade.
f.  Mudanga de Extremo

Admita-se para um dado modelo de PL o extremo X, do convexo de solugbes admissiveis. As

coordenadas deste extremo correspondem a uma solucdo do sistema de equacfes do modelo utilizando

um conjunto de vectores P, , P, , ..., Py

Xm -1
X, = o | com X. =A'Be A =[P P, .. P]

Admitindo que X,, € uma solucdo ndo degenerada (0 que ndo constitui hipétese restritiva para a
finalidade deste estudo) para mudar do extremo X, para outro extremo X, basta substituir um dos

vectores basicos P, , P, ... P, pelo vector P¢ passando a dispor-se de uma nova matriz (base) que
designaremos por Ar;l .
'B

m

Anovasolugdo X, é X, = {XO’“} com X_m =

O vector P pode ser expresso por combinagéo linear dos vectores de A, =[P, ,P,, P, ]:

Pi=a; P +ta,Py+ ... +a,P,
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Na forma matricial tem-se:

o, a,

a, a,
P.=[P, P, P,] =A,.a com a=

am am

Arelagéo Py = A, .o pode tomar a forma A .. =60.P, com 6@HeR.
Partindo das duas relacdes propostas:
A X,=B
A,0.a=0P,
e subtraindo ordenadamente obtém-se:
A X,—A,0a=B-0P, <A, (X,-0a)=B-0P, < A, (X, -0.a)+6P, =

X, X, —6a,

X X, — 0
Sendo X, =| °|entdo(X,-Oa)=| > ~°

X X, — 0,

emaque X, , X, , ..., X, > 0 dado que se admitiu que X, € solugéo ndo degenerada.

A nova solucdo X, sera:

X, — O,
X, —0a,
X, =|
Xy — O,
X, =6
Xi ., , . X; , .
em que X, =0 =— € a nova variavel basica e X; —0a; =x; ——a; =0 é a variavel da
o o

] J
solucdo corrente que passa a ser variavel ndo basica (porque se anula). As restantes "m-1" variaveis
de X,,, mantém-se como variaveis basicas.
Qual o valor adequado para"6"?

Se se pretender que a nova solugéo X seja admissivel e ndo degenerada € necessario que todas as

coordenadas sejam positivas ou seja:

- - X
X, —6a; >0 0<—+
a
X, —0a, >0 Xl
X = >0 . Em ordem ao escalar "6" tem-se: | & <—=| pelo que analisando as
s a,
X —Oa, >0
| x,=6>0 | o< Xn
L X m

coordenadas do vector X, conclui-se que "&" deve ser o menor valor positivo dos quocientes
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X—k(k =12,...,m) ouseja € = min{x—", k=12,...m-A a, > O}.
a, a,
Com efeito, na nova solucéo as coordenadas serdo:
o sea, <0=Xx, -0, >0;
e sea, =0= X, —0a, =X, (acoordenada ndo se altera sendo positiva dado termos
admitido X,>0) ;
Nota: os valores de "6, " nunca seréo superiores a qualquer das coordenadas de X, dada a
forma como foi calculado o escalar "&" o que garante que na nova solugdo todas as
varidveis basicas serdo ndo negativas.

Atendendo a que a mudanca de extremo € feita por troca de dois vectores (vector P, que entra para a

base por troca com um dos "m" vectores da base corrente) conclui-se que no método do Simplex a

mudanca de extremo é sempre feita para um extremo adjacente do extremo corrente.

De facto, admita-se, no modelo antes apresentado, que o0s vectores basicos séo P, e P, associados ao
0

extremo corrente x  — 0,
6
4

)

-

sy -
/ -

- g ~
—* : ‘ - : >
Extremo X6 — A r W\ Xq
Extremo X4

Para mudar para o extremo adjacente X, em que 0s vectores basicos séo P, e P,, & necessario substituir
na base o vector P pelo vector P;.
Este vector P, pode ser expresso por:

Pi=azP3+a,P,

Substituindo os valores conhecidos obtém-se os valores de a5 € oy :

H e I L
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No extremo X tem-se :

o _[%]_[6] o —| 67 0es]_[6-20]_[x
el e L )

Para que a nova solugéo X; seja admissivel e ndo degenerada € necessario anular uma das variaveis

basicas e garantir que a outra se mantém positiva.

Ora 6—260 =0 implica & =3 enquanto 4—& =0 implica & =4 . Destes dois valores adopta-se
@ = 3 (minimo n&do negativo) pois garante 6—20=0e 4—6>0.

3

Com 6 =3 tem-se a solugdo X, = onde x; = €@ =3 é o valor da variavel associada ao novo

0
1

vector basico P;.

Nos extremos do convexo as solugdes sdo basicas e admissiveis pelo que o seu célculo tem que ter

estas caracteristicas em consideragdo. Se a nova variavel basica tem o valor de "@ ;." entdo este s6

min
pode ter valor ndo negativo dada a condigdo geral de ndo negatividade das variaveis do modelo-padréo
do método Simplex.

Sendo o valor "@" obtido na solucdo corrente escolhendo o minimo dos quocientes
Xy x L ox . " .

— (k=12,...,m) entdo estes s6 sdo calculados se o divisor "¢, " for positivo pois todas as
Oy

variaveis x, sdo ndo negativas por se tratar de solugdes admissiveis.

(1) Casos Particulares do valor de """

(a) Minimo de "@" igual para mais do que um x,

Neste caso, na nova solugdo havera pelo menos uma VB nula (solucéo sera degenerada).

(b) Minimo de " 8" igual a zero
Esta situacdo s6 pode ocorrer quando a solucdo corrente é degenerada (um ou mais

X, = 0). A nova solucdo sera igualmente degenerada.

Nota: se no quociente associado ao &,;,= 0 0 escalar "z, " for negativo, pode seleccionar-se
para €., 0 menor dos quocientes positivos pois a varidvel que entra para a base sera ndo
negativa e a variavel x, que € nula, na solugdo corrente, passara a ser positiva na nova

solugéo ( X, —Bex, >0 porquex, =0; €>0; a, <0).

X
(c) Todos os quocientes —(k =1,2,...,m) sdo negativos (ndo ha & > 0)
ay
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Esta situagdo ocorre quando todos os valores "¢, " sdo negativos 0 que impossibilita que

qualquer das variaveis basicas x, se anule para sair da base pois todos os valores
"X, — 6O, " serdo positivos. Mesmo que haja um valor "¢, " nulo a variavel associada x,

mantém o seu valor e manter-se-a na base.

Resulta assim que se s6 existem "o, <0" ndo é possivel efectuar a mudanca de

extremo sendo de concluir que a solugdo € ILIMITADA porgque o convexo € llimitado (notar
que em convexo llimitado pode existir solug&o 6ptima finita)
g. Escolha do vector (variavel) para a nova base / Critério de Optimalidade
Na alinea anterior foi analisada a forma como se procede para efectuar a mudanca de um extremo do
convexo para um extremo adjacente. Para garantir que desta mudanca de base resulta a melhoria do
valor da funcéo objectivo (ou pelo menos a manutencdo do valor corrente) é necessario proceder a

escolha adequada do vector (variavel) a considerar na nova base.
dmi luca 8 X,y = Xn X =A"'B
Admita-se que a solugdo corrente € X, = 0 com X, =A_B.

Sendo o objectivo maximizar a fungéo f(X) = ¢,x; + C,X, + ... + €,X, N0 ponto X, 0 seu valor é:
f(Xg) = f(X) = C1Xq + Xy + oo + €y = Cpy Xy

- Oa
Se escolhermos o vector P para entrar na base a nova solucdo basicaé X, = 0

O novo valor da funcéo objectivo é:
X, —Oa
f(X,)=CX,=C. o =C
0

[X, -6a]+c,0=C X, -C, 0c+cO=

m

= f(X,)-C, 0 +c,0=|f(X,)-0(C,a—c,)

Do calculo efectuado conclui-se que um vector Pg so deve ser escolhido para entrada na base se

-0(C,a—c,)20| ou seja |(C,a—C,)<0| (admitindo que X, ndo é degenerada entdo

"0>0"),
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Esta condicdo permite estabelecer duas importantes conclusdes para Maximizar a fungéo f(X):

e dos vectores ndo béasicos deve seleccionar-se para entrada na base aquele que

apresenta | (Ca — ¢5) < 0| com maior valor absoluto.

e se para qualquer vector ndo basico se verificar | (C, & — C,) > 0| entdo pode concluir-

se que a solugdo corrente € a solu¢do dptima do modelo de PL.
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7. Exemplo de Aplicacéo
Considere-se 0 modelo de PL:
Max f(X) = 6x; + 8x,
s.a. 30x, + 20X, < 300
5X, + 10x, < 110
X1, X 2>0
0 modelo na forma-padréo do método do Simplex é a seguinte:
Max f(X) = 6x, + 8x, + OF, + OF,
s.a.
30x, + 20x, + F, + OF, = 300

5x; +10x, + OF + F, =110
Xy, %, F Fy 20

Na forma matricial o sistema de equacdes € o seguinte:

Xl Xl

X, 30 20 1 0| x,| [300
[P, P, P, PRl ?=B < { 2=

F, 5 10 0 1J|F | [110

I:2 F2

Solugdo n® 1 ‘

Admitindo P e P, como vectores basicos tem-se o sistema:

et of5) 5]y e o

X, 0
~ 7 Xm X2 0
Asolugdo é X, = o |71 "l300l
1
F, 110

O valor de f(X) € f(X1) = 6x, +8x, + OF, + OF, =0
E necessario agora estudar isoladamente a entrada para a base dos vectores ndo basicos P, e P, para

conhecer o impacto no valor corrente da fungdo.
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Estudo da entrada, para a base, do vector ndo basico P,

30 1 0 a, 30
P = 5 =o;P+a,P,=a, 0 +a, L —>a= a, =l g

0=Min] 2 X 1o 0, >0 ={@,@}=1o@x1:10
a, a, 30 5

30
C,a—c¢, =[c, ¢, Ja—c, =[0 o]{J-e:-eko.

A entrada de P, para a base aumenta o valor corrente de f(X) (entéo a solugéo X, n&o é optima).

Estudo da entrada, para a base, do vector ndo basico P,

(variavel x, tem coeficiente ¢, = 8)

o _[20 oD 1, [0, _[e]_[20
= = a = a a = =
2 10 3'3 47 4 3 O 4 l a4 10

—,—}:11<:> X, =11
a, a, 20 10

-8<0.

C,a—c,=[c, c,Ja—c,=[0 O].[SSO}B

A entrada de P, para a base aumenta o valor corrente de f(X).

12 CONCLUSAO

A entrada para a base do vector P, ou P, aumenta o valor corrente de f(X) concluindo-se que a solugéo X;

n&o é optima. E necessério mudar de extremo.

Dos vectores n&do basicos selecciona-se para entrada na base o vector P, onde (C,a —c,) < 0|tem maior

valor absoluto (8).

a, 20
Do estudo deste vector tem-se « = = e 0=11=x,.
a, 10
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Solucéo n° 2
Xy — O
X, = 0
0
F 20 300 220 80
Tendo [X ,, — fa]= -11. = - = .
F, 10 110 110 0
X 0
~ o P X2 11
Tem-se x, = 0 pelo que P, passa a vector néo basico e a nova solugéo ¢ X, = =
F 80
F, 0

Com os vectores basicos P, , P 0 valor de f(X) € f(X,) = 6x, + 8x, + OF, + OF, = 88
E necessério agora estudar isoladamente a entrada para a base dos vectores ndo basicos P, e P, para

conhecer 0 impacto no valor corrente da fungdo.

Estudo da entrada, para a base, do vector ndo basico P

(variavel x, tem coeficiente ¢, = 6)

30 20 1 a, 0.5
P = =a,P,+a,P, =q, +a, > o= =
5 10 0 a, 20

0=Minl22 % 1o 0. >0 :{E,@}:4@x1:4
a, a, 0.5 20

0.5
C,a—c, =[c, cla—c,=[8 0].[20}—6=—2<0.

A entrada de P, para a base aumenta o valor corrente de f(X) (conclui-se que a solugdo X, néo € optima).

Estudo da entrada, para a base, do vector ndo basico P,

(variavel x, tem coeficiente ¢, = 0)

0 20 1 a, 0.1
P, = 1 =a,P,+a,P, =q, 10 +a, 0 =>a= oy =l

. X
6 = Min &,—3/\0(2,053 >0 :{E}:llozx4 (n&o ha divisdo por a; <0 )
a, o, 0.1

0.1
C,a—-¢,=[c, Cla-c,=[8 0].[ 2}—O=0.8>O.

A entrada de P, para a base ndo aumenta o valor corrente de f(X).
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22 CONCLUSAO

A entrada para a base do vector P, aumenta o valor corrente de f(X) concluindo-se que a solugdo X, ndo €

optima. E necessério mudar de extremo.

Dos vectores ndo basicos selecciona-se para entrada na base o vector P, onde [(C,,& — C,) < 0{tem maior

valor absoluto (2).

Solugéo n°® 3

a,]| [05]
Do estudo deste vector tem-se o = = ed=4.
a, 20

X —6a

£

X,=| 6
0

Dado que [X,, - 0ar]= Kz } B 4@5} B E(ﬂ {820}

X, 4
~ ; . ~ 7 X2 9
Tem-se x5 = 0 pelo que P, passa a vector ndo basico e a nova solugdo € X, = E = Nk
1
F, 0

Com os vectores basicos Py , P, 0 valor de f(X) & f(X3) = 6x, + 8x, + OF, + OF, = 96
E necessario agora estudar isoladamente a entrada para a base dos vectores ndo basicos P; e P, para

conhecer o impacto no valor corrente da fungéo.

Estudo da entrada, para a base, do vector néo basico P,

(variavel x3 tem coeficiente c3 = 0)

1 30 20 a, 0.05
P, = =a,P+a,P, = +a, S a= =
0 5 10 a, —0.025

0= Min{ﬁ,x—z/\al,a2 > 0}:{%}:80 (ndo ha diviséo por o, <0 )

a, a,

A entrada de P4 para a base ndo aumenta o valor corrente de f(X).
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Bases tedricas do método Simplex

Estudo da entrada, para a base, do vector ndo basico P,

(variavel x, tem coeficiente ¢, = 0)

0 30 20 a,
P, = 1 =a,P +a,P, =, 5 +a, 10 Sa= a,

6 = Min ﬁ,x—zx\al,a2>0 :{i}:% (ndo ha divisdo por o, <0 )
a, a, 0.15
-0.1
C,a-¢,=[c, ¢, Ja—c,=[6 8] 015 | 0=06>0.

A entrada de P, para a base ndo aumenta o valor corrente de f(X).

32 CONCLUSAO
X, 4
) X | 197, -
Asolugdo X, = = é a solucdo optima.
F 0
F, 0

O méaximo de f(X) é f(Xz) =96
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