Programacao Linear — Modelos tipicos

Exemplos Tipicos de Formulagdo Matematica do Modelo de PL

Nota: Os exemplos apresentados devem ser resolvidos recorrendo ao software do autor.

Faca sempre um “boneco” que ajude a fixar as varidveis de decisao e as restri¢des técnicas.

1. Utilizacdo de Maquinas
Uma metalomecanica utiliza 3 maquinas (M1, M2 , M3 ) na manufactura de 3 produtos (A, B e C).

Uma unidade do produto A necessita 4 horas da maquina M, , 2 horas da maquina M, e 1 hora da maquina
M. Para o produto B séo necessarias, respectivamente 3, 5, 2 horas enquanto para 0 produto C s&o

necessarias 2, 4, 5 horas.

O lucro de venda, por unidade, é de 35 u.m. para A, 45 u.m. para B e 40 u.m. para C.

Estando prevista a disponibilidade de 180 horas de M, , 155 horas de M, e 160 horas de M; de que modo se
optimiza a producéo?

Para formular 0 modelo de PL é de interesse organizar a informacao disponivel no quadro seguinte:

Produto Horas disponiveis
A B ¢ p
Méquina 1 4 8 2 g
Magquina 2 2 5 4 o
Maquina 3 1 2 > 10
Lucro (u.m.) 35 45 40
deoh drok déeh
Pe] Do
—> bh @ #—= 3h —> 2h > undA
— 2h — vh — Yh o x el
— 1k 5 2k =y Wk -y Rl

E necessario decidir o nivel de producio dos produtos A, B e C pelo que se consideram 3 Variaveis de
Decisao X, , Xz € X -
Os valores para estes niveis de producdo sé sdo admissiveis se, além de ndo negativos e inteiros

(X4, Xg » Xc = 0 e Int.), forem possiveis no tempo disponivel de cada uma das trés maquinas pelo que as

RestricBes Técnicas e Logicas sdo as seguintes:

ax,  + 3Xg + 2% < 180
2%t 5Xg + 4, < 155
Xa + 2Xg + X% < 160

X, Xg, Xc =0 e Inteiro
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A decisdo sobre os niveis de producdo é efectuada a luz do critério da maximizagdo do lucro total da venda

pelo que, atendendo aos lucros unitarios, se tem a Funcgao Objectivo para Maximizar:

Max f(X) = 35x, + 45xg + 40X

Recorrendo ao software do autor a entrada de dados é a seguinte:

HS Programacdo Linear Inteira - Método "Branch and Bound™

@ Max
Q) Min

«B «C | Sinal
Integralldade [clique]

™ =) rr 3
O = = i i = = | 2 W
Moo Ler Dados | Gravar Dados Excel Calcular Ajustar Terminar Help Ensino
|dentificagdo do Problema Capll-n®1

M2 deWar. Decisdo

Termo Independente

Lim. Superior 'Ie+'ID 'Ie+1D Te+10

Lirn. Inferiar a

ff)= 35 45 40

Restigio 1 4 3 2 {= 180
Fiestrigao 2 2 5 4 <= 155
Restrigio 3 1 2 5 {= 160

e asolucdo 6ptima é a seguinte:

MS% Programacao Linear Inteira - Método "Branch and Bound™

[~ Passo a Passo

Yer Dados

2|

1

Excel

o
Ajuskar

Drdenar Prablemas

Objectivo atingido

W anidvel " alor
OPFTIMO COEJECTIVO ATIMGIDO i 34
W 2
%3 14

i 2040

Produzir 34 unidades de A, 2 unidades de B e 19 unidades de C.
Lucro total maximo = 2040 u.m.
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2. Turnos de Producéo

Uma fabrica téxtil labora em 3 turnos : 7 as 15 horas ; 15 &s 23 horas ; 23 s 7 horas.

Em cada turno necessita de modelistas, costureiras e embaladoras que auferem por hora de trabalho,
respectivamente 23, 19 e 7.5 u.m.

As modelistas e costureiras auferem um adicional de 2 u.m./hora quando trabalham no Gltimo dos turnos
indicados sendo o salario das embaladoras, neste turno, de 8.5 u.m./h.

As necessidades da producdo exigem, em cada turno, 1 hora de modelista por cada 3 horas de costureira
ndo podendo haver mais do que um total de 200 horas de embaladora em cada turno.

Pretende-se que o total de horas de trabalho de modelistas e costureiras seja no minimo de 400 horas no
turno da manha, 376 horas no turno da tarde e 270 horas no turno da noite.

Devendo haver, no minimo, 600 horas de trabalho em cada turno, como fixar o contributo de cada par
categoria/turno em horas completas ?

E necessario decidir 0 niimero de horas de trabalho, em cada turno, por cada tipo de trabalhador pelo que se

consideram as seguintes Variaveis de Decisdo:

Para estas varidveis sd sdo admissiveis valores que,

Horas de trabalho 1°turno 2° turno 3°turno
Modelistas Xy X, X3
Costureiras Xo1 X0 Xog
Embaladoras Xg X3 Xg

além de ndo negativos e inteiros

(x;=0elnt.;i,j=1,2,3), satisfagam as seguintes condicoes:

a.

Em cada turno, 1 hora de modelista por cada 3 horas de costureira; no primeiro turno as modelistas

fazem x,, horas e as costureiras fazem x,, horas o que exige que para x,, = 1 hora o valor de x,,

deve ser 3 horas.

A Restricdo Técnica € entdo:

0 . = —
1°turno:  3xy; = Xy ou 3%, - Xy = 0

Para 0s turnos seguintes tém-se de forma similar as Restri¢des Técnicas:

My - Xy =

2°turno: - 3Xq, X99 ou

0 . —
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b. Em cada turno, o nimero de horas das embaladoras ndo deve exceder 200 horas; estas operéarias

fazem, em cada turno, respectivamente X5, , X3, € X553 horas de trabalho pelo que se estabelecem as

Restricdes Técnicas:

1°turno: X3, < 200
2°turno: X < 200
3°turno: X33 < 200

c. O total de horas das modelistas e costureiras, em cada turno, ndo deve ser inferior a 400 horas no
turno da manhd, 376 horas no turno da tarde e 270 horas no turno da noite; atendendo as variaveis

de decisdo estabelecidas tém-se as Restricdes Técnicas:

1°turno: Xy + Xy > 400
2%umo: X, o+ Xy > 376
trno: X3 + X3 > 270

d. O total de horas de trabalho em cada turno ndo deve ser inferior a 600 horas; no primeiro turno, o

total de horas de trabalho € igual @ soma de X;; , X,; € X3; do que resulta a Restricéo Tecnica:

1°turno: X;; + Xy + Xg > 600

Para 0s turnos seguintes tém-se de forma similar as Restricdes Técnicas:

20Umo:  X;, Xy t X3 > 600
0 .
tWrno:  X;3 + Xpg t Xg3 > 600

Como ja foi referido, os valores das varidveis de decisdo s6 sdo admissiveis se ndo negativos e inteiros pelo
que as Restricdes Logicas sdo x; > 0 e Inteiro (i=1a3;j=1a3)

A deciséo sobre o0 nivel das horas de trabalho em cada turno de producéo é efectuada a luz do critério da
minimiza¢do do custo total pelo que, atendendo aos custos unitarios da mao de obra, se tem a Func¢éo
Objectivo para Minimizar:

Min f(X) = 23xy; + 23Xy, + 25X;53 + 19Xy + 19Xy, + 21Xy5 + 7.5X3; + 7.5X3, + 8.5X35

e Nota: Os custos/hora da mao de obra sdo nos 1° e 2° turnos 23, 19 e 7.5 u.m. respectivamente para
modelistas, costureiras e embaladoras. No 3° turno aqueles custos aumentam 2 u.m. para as duas

primeiras categorias e de 1 u.m. para as embaladoras.
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Recorrendo ao software do autor a entrada de dados é a seguinte:

HS Programacio Linear Inteira - Método "Branch and Bound™

O = =] i i = et | 2
hovo Ler Dados | Gravar Dados Excel Calcular Ajustar Terminar Help
|dentificagio do Problema Capll - n%2
O Max M® de ar. Decizdon EI
= Min
#11 w2 | w13 | =21 wed | w23 | w3 w32 | %33 | Sinal| Temo Independente
Integralidade [clque]| Int Ik Int Int Int Int Int Int Ik
Lim. Superior Te+10{ 1e+10[ Te+10( 12+10]| 1e+10| 1e+10] Te+10] 1e+10| Te+10
Limn. Infenior 1] ] 1] 1] 1] 1] 1] 1] a
fi=]= 23 23 25 19 19 21 7h | 7B | 85
Th mod; 3h cost. 3 -1 = 1]
1h mod; 3h cost. 3 1 = 1]
Th mod; 3h cost. 3 -1 = 1]
Haoragz Emb. 1 §= 200
Horaz Emb. 1 <= 200
Haoras emb. 1 ¢= 200
Horags mod+cost 1 1 »= 400
Horas mod+cost 1 1 ¥= 76
Horas mod+cost 1 1 »= 270
Total horaz 1 1 1 »= EOO
Tetalbear 1 1 1 w= GO0
Total horaz 1 1 1 »= (201]

e asolucdo 6ptima é a seguinte:

HS% Programacdo Linear Inteira - Método "Branch and Bound™

A i = 3
Yer Dados Ezccel Ajuskar Drdenar Praoblemas
Objectivo atingido
Yarigvel| Yalor | Observactes
OPTIMO [ DEJECTIND ATINGIDD| =11 100
w12 100
w13 100
el 300
N 300
e 300
wal 200
Wi 200
wad 200
fi] [29500
Optimo 1°turno | 2°turno | 3°turno
Modelistas 100 h 100 h 100 h Custo Total Minimo
Costureiras 300 h 300 h 300 h 29500 u.m.
Embaladoras 200 h 200 h 200 h
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3. Producdo de Conjuntos de pecas
Uma empresa produz 3 componentes (A, B, C) para maquinas de barbear.
A Seccdo 1 produz os componentes A e B e a Secgdo 2 produz apenas o componente C.

As actuais condi¢bes de producdo sdo as seguintes:

Produgéo / hora
B C Tempo disponivel por semana (h)
Secgéo 1 8 5 100
Secgéo 2 14 30

A montagem de 1 maquina de barbear necessita de 1 componente A, 1 componente B e 1 componente C
pelo que a producéo deve ser equilibrada para garantir esta exigéncia.
Sendo de 10 u.m. o lucro unitério da venda da maquina de barbear como optimizar a producao ?

E necessario calcular o nimero de componentes a produzir em cada Seccdo pelo que as Variaveis de

Decis&o séo:
A B C
Seccdo 1. Xia Xig n&o produz
Secgéo 2: néo produz nao produz Xoc

Na secc¢do 1, sdo feitas 8 pecas A por hora de laboracdo pelo que para produzir uma unidade de A sdo

necessarias /5 horas. De forma similar tem-se /s horas para uma pega B e 1/, horas para uma peca C.
Atendendo ao tempo semanal disponivel em cada seccao, tém-se as Restricdes Técnicas:
Seccdo 1. Ygx;n +  Usxg < 100
Secgéo 2: YaXpe < 30
O “conjunto” de montagem tem um componente de cada tipo; para equilibrar a producao é necessario que:
N° de comp. A = N° de comp. B = N° de comp. C: Xia = X5 = X

As duas Restricdes Técnicas a estabelecer traduzem a relacdo transitiva:

Xja = X18
X = X2c
A decisdo sobre o numero de "conjuntos de pecas" a produzir € efectuada a luz do critério da maximizar o
lucro total da venda das maquinas de barbear. Como o nimero destas é igual ao nimero de componentes A
(ou B ou C), atendendo ao lucro unitario da venda tem-se a Fun¢éo Objectivo para Maximizar:
Max f(X) = 10x;, ou Max f(X) = 10x,5 ou Max f(X) = 10%,¢
Os valores das varidveis de decisdo (niveis de producédo de A, B e C) s6 sdo admissiveis se ndo negativos e

inteiros pelo que as Restrices Logicas s80 Xy, Xig, X, 2 0 € Inteiro
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Recorrendo ao software do autor a entrada de dados é a seguinte:

HS Programacio Linear Inteira - Método "Branch and Bound™ |

i = =] v {3 = e | @ i
Mova Ler Dados | Gravar Dadaos Excel Calcular Ajuskar Terminar Help Ensing
Identificagdo do Problema Cap. Il - n%3
& Max M de War. Decisio
O Hin
[~ Passo a Passo
wld | 1B | #2C | Sinal| Termeo Independente

Integrahdade [clique]
Lim. Superior 'Ie+1D 1e+1D 'Ie+'|D
Lirn. [nferior
fzl= 1IJ IJ El
Secpdo 1 1/8 | 1/5 = 100
Secgdo 2 114 | <= an
E quilibrar produgio 1 -1 = i}
E quilibrar produgio 1 -1 = 0

e asolugdo 6ptima é a seguinte:

M% Programac3o Linear Inteira - Método "Branch an

A

Ver Dados

i | =

Excel Ajuskar Drdenar Problemas

Objectivo atingido

Waridvel| Valor| Observacies

OPTIMO | OBJECTIVO ATINGIDO | =14 | 307
w18 | 307
w2l | 307
fl=] ]3070

Produzir 307 unidades de A, 307 unidades de B e 307 unidades de C

Lucro total maximo = 3070 u.m.
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4. Optimizacdo de Necessidades de Pessoal

Uma empresa tem vérias cervejarias em Lisboa que funcionam todos os dias da semana durante 8 horas
consecutivas. Os seus empregados trabalham semanalmente, 5 dias consecutivos podendo a empresa fixar
0 1° dia de servico em qualquer dia da semana.

As necessidades minimas de pessoal em cada dia da semana séo as seguintes:

Domingo | Segunda | Terca Quarta Quinta Sexta Sébado

N° minimo de

90
empregados

50 30 70 60 70 100

Como minimizar o total de empregados necessarios a satisfacdo das necessidades referidas ?
E necessario calcular o nimero de empregados que, em cada dia, iniciam os seus 5 dias consecutivos de
trabalho pelo que as Variaveis de Deciséo séo:
Domingo \ Segunda \ Terca | Quarta \ Quinta \ Sexta \ Sabado
xl‘xz‘x3 x4‘x5‘x6‘x7
Os x, empregados gue iniciam os seus 5 dias no Domingo, mantém-se até Quinta (séo 5 dias consecutivos).

Estabelecendo idéntico raciocinio para os restantes dias da semana estabelece-se 0 seguinte quadro:

| Domingo | Segunda | Terca | Quarta | Quinta | Sexta | Sabado |
X X X X X
9 & & & &

- = = = =
Xy Xy Xy Xy Xy
X5 X5 X5 X5 X5
Xg Xg X6 Xg Xg
X X X X7 %

Sendo necessérios, pelo menos, 90 empregados no Domingo entdo a soma das variaveis associadas a este

dia deve ter, pelo menos, este valor o que conduz a Restricdo Técnica:

Dom: x; + X, + X + X3 * X > 90
De modo idéntico, tem-se para cada um dos dias restantes as Restricdes Técnicas:
Seg: X, t X +t Xg t* Xg t X; > 50
Terr X, + X, + X3 +t X t X > 30
Qua: x; + X, + X3 + X, *+ X > 70
Quir X, + X + X3 +* X + Xz > 60
Sex: X, *t X3 o+t X, t Xz t X > 70
Sab: X3 + X, + X5 +t X t+ X > 100

A decisdo sobre o nimero de empregados a ter disponiveis semanalmente é efectuada a luz do critério de
minimizar o seu total do que decorre a Funcao Objectivo para Minimizar:

Min f(X) = X; + Xy + Xg + Xy + X5 + Xg + X7
Os valores das varidveis de decisdo s6 sdo admissiveis se ndo negativos e inteiros pelo que se estabelecem

as Restricbes Logicas x> 0elnt. (j=1a7)

INVESTIGACAO OPERACIONAL (MS - edigéo de 2006)
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Recorrendo ao software do autor a entrada de dados é a seguinte:

M5 Programacdo Linear Inteira - Método "Branch and Bound™

0O = = 1 i = et | = W
Mowo Ler Dados | Gravar Dados Excel Calcular Ajustar Terminar Help Ensing
Identificagdo do Problema Cap. Il - n%4
O Max M2 de War. Decizdo
= Kin
w1 "2 w3 wd wh % B %7 | Sinal| Termo Independente

Integralidade [clique] | It Int Int Int Int Int Int
Limn. Superior Te+10| 1e+10| 1e+10{ 1e+10| 1e+10| 1e+10{ 1e+10
Lim. Inferior 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1]
ff=)= 1 1 1 1 1 1 1
Domingo 1 1 1 1 1 »= a0
Segunda 1 1 1 1 1 »= a0
Terga 1 1 1 1 1 »= 30
Huarta 1 1 1 1 1 3= 0
[uinta 1 1 1 1 1 r= R0
Sexta 1 1 1 1 1 r= 7
S&bado 1 1 1 1 1 »= 100

e uma solucdo Optima € a seguinte:

M5 Programac3o Linear Inteira - Mé&todo “"Branch and Bound™

¥

Zrdenar Problemas

I£|

Ver Dados

i | =

Excel Ajustar

Objectivo atingido

Yanavel| Walor| Obzervagbes
OPTIMO | OBJECTIO ATIMGIDO[ =3 10
wd a0
xh 20
«B 10
ui a0
<] | 100
Ter: 10 empregados iniciam turno de 5 dias
Qua: 30 empregados iniciam turno de 5 dias Empregados necessarios = 100
Qui: 20 empregados iniciam turno de 5 dias
Sex: 10 empregados iniciam turno de 5 dias
Sab: 30 empregados iniciam turno de 5 dias
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O mapa de pessoal é o seguinte:

\ Domingo \ Segunda \ Terca \ Quarta \ Quinta \ Sexta Sabado

10 10 10 10 10

30 30 30 30 30

20 20 20 20 20

10 10 10 10 10

30 30 30 30 30

Totais 90 60 50 70 60 70 100
Necessario 90 50 30 70 60 70 100

Excesso 10 20

Ha excesso de pessoal nas segunda e terca feiras. Se necessario, podem alisar-se estes excessos com

restricGes adicionais de “meta”.
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5. Problema de Afectacéo

Uma empresa de construcéo civil necessita contratar 4 subempreitadas (S;, S,, S; € S,).
As seis empresas concorrentes (E;, E,, E5, E,, Es € Eg ) apresentaram as seguintes propostas (u.m.):

S, S, S5 S,
E|12]18]2a]2
E, | 16 | 3|22 2
E, | 14| 13| 20| 28
E, 116|172

ES | 15 | 20 | 21 | 20
Eg | 18 | 19 | 22 | 26

Garantindo que a qualquer dos concorrentes ndo € atribuida mais do que uma subempreitada como optimizar
a contratacdo ?
Para cada empresa “i“, é necessario estabelecer se lhe é atribuida ou ndo uma das subempreitadas “j " .

A empresa E, , por exemplo, pode ser atribuida uma ou nenhuma das subempreitadas pelo que temos uma

situacdo de "ou exclusivo". Esta situacdo pode programar-se matematicamente recorrendo a variaveis
binarias. Se a variavel tem valor "1" a subempreitada ¢ atribuida ndo o sendo se a variavel tem valor "0".

A cada par (E, , subempreitada) associamos entéo uma variavel como mostra o quadro seguinte:

S, S, S, S,

By | X1 | X2 | X3 | Xua

Tendo em atencdo o valor possivel para estas varidveis é necessario reflectir sobre quais os valores que
admitimos para a sua soma. Atendendo a que:

e 0 nUmero de empresas € superior ao nimero de subempreitadas;

e uma empresa s pode aspirar, no maximo, a uma das subempreitadas;
entdo, na linha de cada uma das empresas, a soma das quatro variaveis s6 pode ser zero (ndo é atribuida
subempreitada) ou 1 (é atribuida uma subempreitada).
Para a empresa E; a Restricéo técnica associada e:

Eiio Xyt X b X3 +oXxy <01

De modo idéntico estabelecem-se as seguintes RestricOes Técnicas para as restantes empresas:

E, Xpr  t Xp ot Xzt Xy <1
Es: Xy ot Xp ot Xz ot Xy <1
E, Xt X ot Xy ot Xy <01
Es Xsp  t X ot Xzt X5 <1
Ee: X1 t+ Xp ot Xz ot Xy <1

As restricBes estabelecidas sdo insuficientes porque ndo impedem, como é necessario, que seja atribuida a

mesma subempreitada a mais do que uma empresa.
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Sendo obrigatorio atribuir todas as subempreitadas, entdo S, € atribuida a uma das seis empresas
concorrentes ou seja a soma das variaveis associadas a cada par (S, , empresa concorrente) deve ser igual a

uma unidade o que conduz a Restricdo Técnica:

Sito X ot Xyt Xy ot Xy ot Xy ot X =1

De forma idéntica estabelecem-se as restantes Restricdes Técnicas:

St Xyt Xp o t Xp ot X b X5 ot X =1
Sgi X3t X3t Xy ot X3 ot Xy ot X =1
Spt Xt Xyt Xt Xyt Xgg v Xy =1

A decisdo sobre a afectacdo " empresa, subempreitada” e "subempreitada, empresa" é efectuada a luz do
critério de minimizar o custo total das subempreitadas pelo que a Fungé@o Objectivo para Minimizar €:
Min f(X) = 12x;; + 18%;, +21X;5 + 23Xy, +

+16X)1 + 13Xy, + 22Xp5 + 25Xy, +
+ 14Xq + 13Xg+ 20Xg5 + 28Xg, +
+ 11Xy + 16Xy + 17Xy3 + 21Xy +

+ 155, + 20Xg, + 21Xgg + 20Xg, +
+18Xgy + 19X, + 22Xg3 + 26X,

Os valores das variaveis de decisdo s6 sdo admissiveis se iguais a 0 ou 1 pelo que as RestricGes Logicas

sdo:
xij=00u1(i:1a6; jFlad)

Nota: Na pratica, dada a dimensao deste tipo de problemas, utiliza-se algoritmia especifica na sua resolucao

(consultar 0 manual de “Afectacdo de Recursos” do professor Morais da Silva).
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Recorrendo ao software do autor a entrada de dados é a seguinte:

M5 Programacio Linear Inteira - Método “Branch and Bound™ =
O = = i i = Y | ) 7
Moo Ler Dadas | Gravar Dados Excel Calcular Ajuskar Tetminat Help Ensing
|dentificagdo do Problema
O Max 2 de Var. Decizdo

Veja como indicar as restricdes logicas

w11 012 w13 W14 w27 [ #22| x23 wdd| 251 | 52| w63| «54| 461 | #62| «E63| xE4| Sinal| Termo Indem
Integralidade [cligue) | Int | Int | It | Dnt | Dat | Dat { Dok {fat {at [Eat ek | dat | Dnt | Int | Ink | fak | ek | ek | dnk | Int | Int | Tak | Ink | Ik
Lim. 5 uperior 11ttt fafrfrjrjrjrjrjrjr1f1fifrfrjy1y1]1
Lim. Inferiar gjojojojojofofo|afojojojojojojojojojofaofajojo]a
)= 12 18|21 |23 [16 (13 (22 (26 (14 (13|20 )28 |11 |16 |17 |21 (15 (20 (21 (20|18 |19 |22 |26
E1 11111 q= 1
E2 11111 q= 1
E3 11111 i= 1
E4 111111 <= 1
ER 11111 q= 1
EE T{1 1)1 == 1
51 1 1 1 1 1 1 = 1
52 1 1 1 1 1 1 = 1
53 1 1 1 1 1 1 = 1
54 1 1 1 1 1 1] = 1|
K1 2

e uma solucdo dptima é a seguinte:

M5 Programacdo Linear Inteira - Método "Branch and Bound™

A

Wer Dados Crdenar Problemas

S | =

Ezccel Bijustar

Objectivo atingido

Yanavel| Valor| Observactes
OPTIMO | OBJECTIVO ATINGIDO | 11 1
n32 1
ud3 1
hat 1
i) 62

Empresa 1: subempreitada 1
Empresa 3: subempreitada 2
Empresa 4. subempreitada 3
Empresa 5: subempreitada 4

Custo total minimo = 62 u.m.
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6. Problema de Encaminhamento
Um aluno pretende deslocar-se de sua casa para a universidade no menor tempo possivel.

Do estudo dos transportes disponiveis recolheu a informacéo apresentada na figura seguinte:

A 30 min.

» | Universidade (V)
50 min.

Casa (2)

18 min. 20 min.

15 min.
9 min.

20 min.
Qual é o itinerério 6ptimo?

Quando o aluno esta em casa, pode decidir deslocar-se para A ou B ou U. Se, por exemplo, se encontrar em
B pode decidir deslocar-se para A ou C. Idéntico estudo pode fazer-se para qualquer dos pontos da rede pelo
que se deve associar uma Variavel de Deciséo a cada uma das ligagdes existentes. Estas variaveis deverdo
ser do tipo binario ou seja quando a variavel tem valor 1 a ligacdo é utilizada e quando a variavel tem valor
0 a ligagdo ndo é utilizada.
Assim sendo, quando o aluno esta em casa pode escolher deslocar-se para A ou B ou U (escolhas disjuntas)
pelo que a Restricdo Técnica é:

* XgptXzptXzy=1l
Assim "obriga-se" a que uma das variaveis tenha valor 1 e que consequentemente o aluno saia de casa e se
desloque para A (X;5 = 1; Xz5 = Xz = 0) 0U B (X5 =1; Xz5 = X735 = 0) 0u U (X7 =1; Xzp = X5 =0).
Vejamos agora o ponto A. O aluno so atinge A se usar a ligagéo ZA ou BA ou seja se X, + Xga =1; por outro

lado, 0 aluno nunca atinge A no caso contrario ou seja se x,, + Xga = 0. Na primeira destas situacdes (atinge

A), porque ainda ndo atingiu a universidade o aluno terd que decidir seguir para U ou C o que implica
Xay + Xac = 1 enquanto na segunda das situagdes X, + Xac = 0. Resumindo, se o aluno atinge A deve
prosseguir viagem ndo tendo que o fazer se nunca atingiu A pelo que neste ponto intermédio do
deslocamento deve verificar-se a Restricdo Técnica

® Xyt Xga =Xy, X, que pode tomar a forma (X, + X, ) - (Xay+ Xac ) =0,

concluindo-se que em qualguer ponto intermédio da rede sdo iguais as somas das entradas e saidas do

vértice.

Como os pontos B e C sdo pontos intermédios tal como o ponto A, estabelecem-se idénticas Restricoes

Técnicas:

® X5 =Xgs T Xgc Gue pode tomar a forma X, - (Xg, + X5 ) = 0 (ponto B)

® Xt Xge=Xgy Que pode tomar a forma (x,. + X ) - X, =0 (ponto C)
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No ponto U (universidade) deve verificar-se a chegada do aluno pelo que este deve efectuar a ligacdo ZU ou
AU ou CU o que implica a Restricéo Técnica:

* XgytXaytXey=1
Em suma as Restricdes Técnicas sdo as seguintes:

* XpatXptXy=1

(Xzp + Xga ) - (Xau ¥ Xac) =0

Xzg - (Xga + Xgc ) =0

(Xac * Xgc ) -Xcy =0
* XgytXaytXey=1
Dado que as varidveis de decisdo s6 podem ter valor 0 ou 1, tém-se as Restricoes Logicas:
° xij=00u1(i=Z,A, B,C;j=AB,CU;i#]j)
O aluno decide a luz do itinerario mais rapido (menor tempo) de casa (ponto Z) até a universidade (ponto U)
pelo que a Funcdo Objectivo a Minimizar é a seguinte:

Min f(X) = 12x; + 15Xz + 50Xz, + 20X5c + 30Xy + 18Xgp + 20X + Xy

Notar que o nimero de Variaveis de Decisédo € igual ao nimero de ligagdes (arcos neste caso) entre vértices
da rede e que o nimero de restricdes € igual ao nimero de vértices da rede.

E se as ligacbes ndo tiverem sentido obrigatorio que modificacdes devem ser introduzidas no modelo
proposto? Pense no assunto e consulte o0 manual do autor “Teoria dos Grafos - Encaminhamento”.

Nota: Na pratica, dada a dimensao deste tipo de problemas, utiliza-se algoritmia especifica na sua resolugéo

(consultar o manual do autor “Teoria dos Grafos”).
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7. Problema de Mistura
Uma empresa produz um adubo combinando 4 tipos de componentes (C, , C,, C;, C,).

As disponibilidade e custo destes componentes sdo as seguintes:

Componente Disponibilidade (kg) Custo (por kg)
(o 2200 28
C, 1800 35
Cq 2000 52
C, 2400 26

0 adubo (mistura) deve ter as seguintes caracteristicas:
¢ pelo menos 45% de C1 e ndo mais do que 60% deste componente

e pelo menos 10% de C,
e pelo menos 10% de C,
e ndo haver mais do que 25% de C, +C,
e ndo exceder 50% de C,

Devem ser produzidos, no minimo, 2500 Kg de adubo.

A produgdo do adubo exige conhecer a quantidade de cada um dos componentes na mistura pelo que as

Variaveis de Decisdo sao:

X; = kg docomponente 1
X, = kg do componente 2
X3 = kg docomponente 3
X, = kg docomponente 4
L2o0ls [ ks uwky_ 2400 e

-
Peao = 2 4%, + %34 2y "3,- > 27 k}_
a. Atendendo as disponibilidades de cada componente para a mistura tém-se as Restricoes Técnicas:
X, <2200 kg

X, < 1800 kg

X; < 2000 kg

X, < 2400 kg
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b. Na mistura de peso total (x; + X, + X3 + X, ) deve haver pelo menos 45% do componente C; o que
estabelece a Restri¢éo Técnica:
o X 2045(X + X+ Xg+%y)
Por outro lado, este componente, ndo deve exceder 60% do peso total da mistura pelo que se
estabelece a Restri¢do Técnica:
o X <0.60 (X; + Xy +Xg+X%y)
c. Namistura deve haver pelo menos 10% do componente C, o que estabelece a Restricao Tecnica:
o Xy 2010 (X + Xyt Xg+ %)
d. De igual modo para C, tem-se:
o X320.10 (X + X+ Xg+ %)
e. N&o podendo haver mais do que 25% de C, +C, tem-se a Restricdo Técnica:

o X2+x3<0.25(x1+x2+x3+x4)

f.  N&o podendo haver mais do que 50% de C, tem-se a Restri¢céo Técnica:
o X, <050 (X + X+ Xg+ %)

g. Pretendendo-se pelo menos 2500 Kg de mistura estabelece-se a Restricdo Técnica:
® Xy tX;,+X3+X,>2500

Em resumo as Restrices Técnicas do modelo sdo as seguintes:

Xq > 045 (X, + X+ X3+ X,) = 0.55x, - 0.45x, - 0.45x; - 0.45x, > 0
Xq < 0.60 (x;+Xy+X3+X,) = 0.40x, - 0.60x, - 0.60x; - 0.60x, <0
Xy > 010 (x;+ X+ X3+ X,) = -0.10x,; + 0.90x, - 0.10x; - 0.10x, > 0
X3 > 0.10 (X; + Xy + X3 +X,) = -0.10x, - 0.10x, + 0.90x; - 0.10x, > 0
Xy < 050 (X + X+ X3+ X%,) = -0.50x, - 0.50x, - 0.50x; + 0.50x, < 0
Xo* X3 < 0.25(X Xy + X3+ Xy) = -0.25x; +0.75x, + 0.75X; - 0.25x, < 0
XptXy+X3+X, > 2500 = Xt X+ X3+ X, >2500

A decisdo sobre a quantidade de cada componente a usar na mistura € feita a luz da minimizagéo do custo
total desta pelo que a Funcéo Objectivo a Minimizar é:

Min f(X) = 28x; + 35X, + 52X; + 26X,
As Variaveis de Decisdo devem ter valor ndo negativo pelo que se estabelecem as Restricoes Logicas:

X1y Xg, X3, %20
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HS Programacdo Linear - Mékc

Recorrendo ao software do autor a entrada de dados € a seguinte:

O = = g X3 g e | 2 it
Mown Ler Dados | Gravar Dados Excel Calcular Bijuskar Terminar Help Ensino
|dentifizagdo do Problema |I:a|:|. 2-nt7
O Max
@ Mi M® de Var. Decisdo
n [~ PaszoaPaszso
Restripties reordenadas. Dualidade e Sensibilidade calculadas para esta nova ordenagdo
W e W3 wd Sinal | Termo Independente
f =)= 28 id] 52 26
C4 0.5 0.5 0.5 n& ¢= 1]
1 04 0.6 0.6 0.6 €= 1]
C2+C3 025 0.7 0.7 0.25 ¢= 1]
C2 0.1 nA 0.1 -0.1 »= 1]
C1 0.55 -0.45 -0.45 -0.45 »= 1]
C3 0.1 0.1 nA -0.1 »= 1]
C1+C2+C3+C4 1 1 1 1 »= 2500
e a solucdo Optima € a seguinte:
i Solucdo Opt x|
Frirnal Yalor . Dual Yalor
wl s | na 1]
e 250 u3 1]
w3 250 ud 9
nd a7h uh 2
E4 1] wk 2B
ES 1] r,.-ﬁ ui 0.4
EE 0 L [va 0
EV 1] 1= 1]
F1 375 w10 1]
F2 375 w1l 1]
F3 125 - alr'] 000 -
Leitura

Misturar: 1125kg de C1; 250kg de C2; 250kg de C3; 875kg de C4
Adubo produzido = 1125 + 250 + 250 + 875 = 2500kg

Custo total minimo = 76000 u.m.

Nota:

% de C1 = 1125/2500 = 45%

% de C2 = % de C3 = 250/2500 = 10%
% de C2 + C3 =500/2500 = 20%

% de C4 = 875/2500 = 35%
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8. Problema de Transporte
Uma empresa tem 3 armazéns com stock de 15, 15, 17 toneladas de batata, respectivamente necessitando
de fornecer a cada um de 4 clientes respectivamente 14, 8, 12, 9 toneladas.

Os custos de transporte de uma tonelada de batata de cada armazém para cada um dos clientes sdo 0s

seguintes:
Matriz de custos (u.m.)
Clientel1 Cliente2 Cliente3 Cliente 4
Armazém 1 12 10 9 11
Armazém 2 10 14 13 12
Armazém 3 12 9 9 13

De que modo devem ser satisfeitas as encomendas dos clientes optimizando o custo total do transporte ?
Do 1° armazém pode decidir-se enviar batata (toneladas) para qualquer dos clientes em quantidades que

podemos considerar sendo X;; , X;, , Xq3 , Xq4 . ld€ntica decisdo pode tomar-se par 0s restantes armazéns

pelo que as Variaveis de Decisdo do modelo sdo:

Clientel Cliente2 Cliente3 Cliente4

Armazém 1 X1q X1o Xi3 X14
Armazém 2 Xo1 Xp9 Xp3 Xoa
Armazém 3 X3 X309 X33 X34

Jaen

IEJB] - ﬂ-ﬂ-w&uﬂ;m
—_— ol

Mdiﬁ
47 P
Teat. 2 Lk, = >

No total ha 15+15+17 = 47 toneladas de batata nos 3 armazéns sendo os pedidos de 14+ 8+ 12+ 9 = 43

toneladas ou seja a Oferta Total é superior & Procura Total.
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0 1° armazém ndo pode enviar mais do que as 15 toneladas do stock pelo que a Restricdo Técnica é:
® Xy tXp Xt X <15
De forma idéntica tém-se para o0s outros dois armazéns as Restricdes Técnicas:
® XpptXpptXpat Xy <15
® Xg tXgptXgytXg <17
Atente-se agora que 0 1° cliente pediu 14 toneladas e que ha stock suficiente para satisfazer todas as
encomendas. Entdo a encomenda do 1° cliente é satisfeita considerando a Restricdo Técnica:
° Xy tXytXy =14
Para os restantes clientes, idéntico raciocinio conduz as Restri¢des Técnicas:
o x12+x22+x32=8 (ou"“>"; optimizar minimo)
®  Xi3tXygtXgg=12  (ou“>"; optimizar minimo)
® Xyt XoutXy=9  (ou“x";optimizar minimo)
A decisdo sobre o valor de cada uma das varidveis de decisdo é feita a luz do menor custo total do transporte
0 que exige minimizar a Funcéo Objectivo:
Min f(X) = 12x;1 + 10X;5 + 9Xq5 + 11X14 + 10Xy; + 14Xyp + 13Xpg + 12X9, + 12Xg; + gy + OXg + 13Xg,
As variaveis de decisdo s6 podem ter valor ndo negativo e inteiro do que resultam as RestricGes Logicas:
xjz0elnt. (i=1a3;j=1a4)
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9. Problema de Localizacdo
Uma empresa seleccionou 5 cidades (A, B, C, D, E) para abrir sucursais dispondo de um estudo econdmico

de que se apresenta 0 extracto seguinte:

Custo da instalagéo (u.m.)
300
180
100
160
E 200
A um dos cenérios do processo de decisdo estdo associados 0s seguintes condicionamentos:

OO |w|>

¢ se forem instaladas sucursais em “A” e “B" ndo deve instalar-se sucursal na cidade “C"

se forem instaladas sucursais em “D” ou “E” ndo deve instalar-se sucursal na cidade “B”

no conjunto das cidades “B" , “C" e “D" s6 uma delas deve ter sucursal

se for instalada sucursal em “E” deve instalar-se sucursal na cidade “A”

devem ser instaladas pelo menos 3 sucursais
Como optimizar a decisdo de investimento nas condi¢des apresentadas para este cenario?
Este é um problema tipico do recurso a varidveis binarias. De facto para qualquer um dos ‘" dos locais

referidos apenas se pode decidir instalar a sucursal (x; =1) ou ndo instalar a sucursal (x; = 0).

A 12 condicéo e satisfeita garantindo * x, + X, + X, < 2 “ dado que as situacdes admissiveis séo as seguintes:

A B C Xa T Xp X,

Nao | Néo | Nao 0
Nao | N&o | Sim
Nao | Sim | Nao
N&o | Sim | Sim
Sim | N&o | N&o
Sim | Ndo | Sim
Sim | Sim | N&o
A 22 condicao é satisfeita com duas restri¢des técnicas:

NP, NP

“XptXg<1" (sexy=1talimplicax,=0)
“Xpt X <1" (sex,=1talimplicax,=0)
A 32 condicéo e satisfeita com a restricdo tecnica * x, + X, + x4 =1"
A 42 condicéo e satisfeita com a restricao técnica “ X, > X, “ pois se X,=1 obrigatoriamente x, =1 mas se
X, = 0 a variavel x, pode tomar os valores 0 ou 1 (ndo instalar ou instalar).
A 52 condicéo e satisfeita coma restricao técnica “ X, + X, + X, + Xy + Xg =3 "

Porque uma solugdo admissivel € tanto melhor quanto menor for o custo total associado, a funcao objectivo a
minimizar & f(X) = 300 x + 180 x,, + 100 x; + 160 x4 + 200 x,.
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10. Problema de Producéo interdependente

Uma fabrica produz, semanalmente, os bens P1, P2 e P3.

A empresa recebe semanalmente 10 ton de matéria prima n°1 (MP1) e 20 ton de matéria prima n°2 (MP2)
que paga a 500 u.m./ton e 300 u.m./ton respectivamente.

Os consumos unitarios de matéria prima e os pre¢os de venda dos produtos sdo 0s seguintes:

MP1 (kg) MP2 (kg) Preco de Venda (u.m.)
P, 200 100 180
P, 350 150 250
P, 100 250 150

Do estudo do histérico de vendas resulta a necessidade de satisfazer os aspectos seguintes:

¢ aproducdo total deve ser, no minimo, 40 unidades

¢ aproducdo de P, tem duas alternativas : 10 ou 20 unidades

e aproducdo de P, deve ser, no minimo, 10 unidades se a producdo de P; for pelo menos 40 unidades
O modelo de PL que permite calcular a producdo optima utiliza as Variaveis de Decisdo X; , X, € Xg
representando o nivel de producéo (unidades) de P1, P2 e P3.

O objectivo (ou critério de apreciagdo das solugbes admissiveis) € a Maximizacao do lucro pelo que €

necessario calcular previamente os lucros unitarios da venda:

Custo da MP1 | Custo da MP2 Custo total Preco de Venda | Lucro de Venda
(0.5 u.m./kg) (0.3 u.m./kg) (u.m./unidade) | (u.m./unidade) (u.m./unidade)

P, | 200(0.5)=100 | 100(0.3)= 30 130 180 50
P, | 350(05)=175 | 150(0.3)=45 220 250 30
P, | 1000550 | 250(0.3)=75 125 150 25

Funcao objectivo a maximizar: f(X) = 50x; + 30X, + 25Xs.
Tecnicamente é necessario garantir:
e ndo exceder a matéria prima disponivel
e 200, + 350X, + 100x, < 10000 kg de MP1

o 100, + 150X, + 250x, < 20000 kg de MP2
e  produzir pelo menos 40 unidades
® X;+X,+X3240
produzir 10 ou 20 unidades de P2; é necessario recorrer as variaveis binarias y, e y,
* X =10y, +20y,
* ¥ ty,=1
Nota: como uma e s6 uma das variaveis binarias pode ter valor “1” a restri¢do técnica fica

X,=10+0o0u x, =0+ 20 como é necessario
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e  produzir pelo menos 10 unidades de P1 se a producdo de P3 for de 40 ou mais unidades; €

necessario recorrer as variaveis binarias y, e y, . A figura seguinte mostra o espaco admissivel que
€ necessario programar:

x, A
N&o X210 | (espago com y; =1)
admissivel X3 > 40
40
39
X, 20
espaco com y,=1
X3 <39 (espag ¥4=1)
¥ >
0 10 Xy
o X; =10y,
® X340y,

e X3 <39, +My, (“M”significa “big M" ou seja um coeficiente muito elevado)
* y3ty,=1
Logicamente o dominio de cada uma das varidveis é o seguinte:
X;, Xo, X3, X, =0einteiro;y;,Y,,y;3,¥,=00ul

Veja-se o controlo efectuado pelo recurso as variaveis binarias y; e y, :

ystys=1
y;=1ley,=0 y;=0ey,=1
Restricdes ficam do seguinte modo:
Xy = 10y, X, =10 X, =0
X3 > 40y, X3 =40 X320
X3 < 39y, + My, X3<M X3 <39
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11. Problema de Produgédo (recorrendo a Varidveis Binarias)

Uma empresa téxtil que dispde, no momento, de um excedente semanal de 150 horas de méo de obra e 160

unidades quadradas de um determinado tecido, estuda a possibilidade de produzir 3 bens B1, B2, e B3 que

vendera com lucro unitario de 6, 4 e 7 u.m. respectivamente.

A producéo de 1 unidade de cada um dos bens referidos requer o seguinte:

Bem Mé&o de obra Tecido
B, 3 horas 4 un. quadradas
B, 2 horas 3 un. quadradas
B, 6 horas 4 un. quadradas

O aluguer de equipamento adequado tem o0s seguintes custos semanais:

O modelo de PL para calcular as quantidades a produzir de B, , B, e B; tem as Variaveis de Deciséo:

Producdo | Custo do Aluguer do Equipamento
B, 200 u.m.
B, 150 u.m.
B, 100 u.m.

e as seguintes Restricdes Técnicas:

O uso das variaveis binarias y; (j=1a 3) € necessario para associar a producdo de qualquer dos bens ao

3Xy + 2X, + 6X;3

4x; + 3%, + 4%,

<

<

<

My,
My,
My,

< 150
< 160

X; = nivel da producdo de B,
X, = nivel da producéo de B,

X3 = hivel da producéo de B,

: méo de Obra

 tecido

1 50 produz B, se alugar equipamento (implicay, = 1)
:s0 produz B, se alugar equipamento (implicay, = 1)

1 s0 produz By se alugar equipamento (implica y, = 1)

aluguer de equipamento. Assim, por exemplo, para x; < My; :

negativo.

e sey,;=0,x; =0endo se produz B;

e sey; =1, x, <Big “M” podendo o nivel de producdo de B, (que é x, ) ter qualquer valor nédo

O Objectivo & maximizar o lucro: f(X,Y) = 6x; + 4x, + 7x5 -200y, - 150y, - 100y,

Restricdes logicas : ;= 0;y;=00ul(j=1a3)
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12. Problema de Planeamento

Uma empresa planeia para Janeiro o arranque de uma nova linha de producéo, sendo necessario efectuar

contratagdo e treino de novos trabalhadores nos préximos 6 meses.

Os aspectos essenciais a observar sdo 0s seguintes:

Necessidades da producéo (horas) : 1000 em Janeiro, Fevereiro e Marco ; 1500 em Abril, Maio e Junho.

Numero de actuais trabalhadores em reciclagem e prontos para operar em Janeiro : 13

Tempo necessario ao treino de um novo trabalhador : 1 més

Maximo de trabalhadores em treino em cada més : 4

Horario mensal de um trabalhador: 100 horas

Prevé-se que, mensalmente, 20% dos trabalhadores abandonem a empresa voluntariamente ou por
despedimento.

N&o se prevé que haja quebras de pessoal durante o periodo de treino.

Custo previsto da formacé&o de 1 trabalhador : 1000 u.m. nos primeiros 3 meses e 1250 u.m. nos restantes
3 meses.

Salario mensal : 400 u.m.

Um trabalhador formado num dado més que ndo comece a trabalhar imediatamente recebe 50 u.m. / més.

Pretende-se optimizar o custo total do pessoal nos prdximos 6 meses.

Comece-se pelo Estudo da Fita do Tempo e resumam-se 0s resultados do estudo no quadro seguinte:

Més Horas de | NOtrab. necessarios | Quebras no Efectivo no final Novos
Produgél_o para a producéo més (20%) do més Trabalhaglgres
necessarias necessarios
Janeiro 1000 1000h/100h = 10 0.2(10)=2 13-2=11 0(10<11)
Fevereiro 1000 1000h/100h = 10 0.2 (10)=2 11‘-,2 =9 10-9=1
Margo 1000 1000h/100h =10 0.2 (10)=2 9-2+1=8 10-8=2
Abril 1500 1500h/100h = 15 0.2(15)=3 8-3+2=7 15-7=8
Maio 1500 1500h/100h = 15 0.2(15) =3 7-3+8=12 15-12=3
Junho 1500 1500h/100h = 15 0.2(15) =3 12-3+3=12 15-12=3

Um trabalhador que seja contratado em Janeiro, faz o seu treino durante este més e inicia o trabalho normal

num dos 5 meses seguintes. Teremos assim as Variaveis de Decis&o :

X;, = N.% de formandos em Janeiro que iniciam a laboracéo em Fevereiro

X;53 = n.° de formandos em Janeiro que iniciam a labora¢do em Margo

Xy4 = N.° de formandos em Janeiro que iniciam a laboragéo em Abril
® X;5 = n.°de formandos em Janeiro que iniciam a laboragdo em Maio

® X =N.2de formandos em Janeiro que iniciam a laboragdo em Junho

Como é necessario proceder de igual modo para 0s meses restantes, as variaveis de Decisao serdo do tipo:

x; (i=Jan, Fev, Mar, Abr, Mai ; j= Fev, Mar, Abr, Mai, Jun ).
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Restricdes técnicas:

= respeitantes ao maximo de 4 trabalhadores/més em treino

Em Janeiro: Xpp t Xzt Xyt X5+ Xy < 4
Em Fevereiro Xog+ Xog T Xo5 + X9 < 4
Em Marco Xyt X5t Xgg < 4
Em Abril Xgst X <4
Em Maio Xsg < 4

= respeitantes aos novos trabalhadores necessarios em cada més
e Se em Fevereiro é preciso 1 novo trabalhador (ver quadro) 0 mesmo tem que ser treinado

em més anterior (Janeiro) pelo que x,, = 1;

e Se em Marco sdo precisos 2 novos trabalhadores (ver quadro) os mesmos tém que ser

treinados em més anterior (Janeiro ou Fevereiro) pelo que X, ; + X,; =2

¢ Procedendo de igual modo para cada més temos:

Em Fevereiro X1p = 1
Em Marco X3t Xo3 = 2
Em Abril Xig + Xog + X34 = 8
Em Maio Xi5 + Xo5 + X35+ Xg5 = 3
Em Junho X1t Xog T X35 * Xa6 + Xsg = 3

Objectivo : Minimizar o Custo Total do pessoal ( treino, salario, encargos adicionais)
o No periodo dos 6 meses, um trabalhador A que inicie o treino em Janeiro, tem um custo de

1000 u.m. para treino e ainda:

e seiniciar o trabalho produtivo em Fev., recebera 5 meses de salario (2000 u.m.)

e se iniciar o trabalho produtivo em Mar, receberd 4 meses de salario (1600 u.m.) e o
encargo adicional de 50 u.m. (1 més em que ndo trabalha mas é pago)

e se iniciar o trabalho produtivo em Abril, receberd 3 meses de salario (1200 u.m.) e o
encargo adicional de 100 u.m. (2 meses em que ndo trabalha mas € pago)

e se iniciar o trabalho produtivo em Maio, recebera 2 meses de salario (800 u.m.) e o
encargo adicional de 150 u.m. (3 meses em que ndo trabalha mas é pago)

e se iniciar o trabalho produtivo em Junho, receberd 1 més de salério (400 u.m.) e o

encargo adicional de 200 u.m. (4 meses em que ndo trabalha mas € pago)
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Raciocinando de forma similar para os meses seguintes, com * x; “ trabalhadores, obtém-se o quadro com os

coeficientes da fungéo objectivo:

Inicio do trabalho Produtivo
Inicio do treino | Rubricas Fevereiro Margo Abril Maio Junho
Treino 1000 1000 1000 1000 1000
Janeiro Salarios | 5(400)=2000 | 4(400)=1600 | 3(400)=1200 | 2(400)=800 | 1(400)=400
Subsidio 0 1(50) =50 2(50) =100 | 3(50)=150 | 4(50)=200
Treino 1000 1000 1000 1000
Fevereiro Salarios 4(400)=1600 | 3(400)=1200 | 2(400)=800 | 1(400)=400
Subsidio 0 1(50) =50 2(50) =100 | 3(50)=150
Treino 1000 1000 1000
Marco Salarios 3(400)=1200 | 2(400)=800 | 1(400)=400
Subsidio 0 1(50) =50 2(50) =100
Treino 1250 1250
Abi Salarios 2(400)=800 | 1(400)=400
Subsidio 0 1(50) =50
Treino 1250
Maio Salérios 1(400)=400
Subsidio 0

Min f(X) = (1000 + 2000) X1 + (1000 + 1600 + 50) x13 + (1000 + 1200 + 100) x14 +
+ (1000 + 800 + 150) x4 + (1000 + 400 + 200) X 5 +
(1000 + 1600 ) X3 + (1000 + 1200 + 50) X4 + (1000 + 800 + 100) X5 + (1000 + 400 + 150) Xpg +
+ (1000 + 1200 ) x34 + (1000 + 800 + 50) xg5, + (1000 + 400 + 100) X3¢ +
+ (1250 + 800 ) x45 + (1250 + 400 + 50) x4¢ + (1250 + 400 ) x5 =

ou seja:
Min f(X) = =3000 x12 + 2650 xq3 + 2300 X4 + 1950 X15 + 1600 X1 + 2600 x93 + 2250 94+ 1900 Xog

+ 1550 Xpg + + 2200 Xg4 + 1850 X35 + 1500 Xgg + 2050 X45 + 1700 X46 + 1650 X5

RestricOes logicas : x; = 0 e Inteiro (i=1a5;j=2a6)
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13. Producdo Interdependente

Uma empresa produz 2 componentes (C, e C, ). O fabrico de qualquer dos componentes envolve 3 sec¢des
da empresa ( S;, S, e S;) de que se conhece a capacidade de producéo horaria (quadro 1) e o custo de

operag&o por hora (quadro 2).

Quadro 1(n%h) Quadro 2 (u.m.)

Cl C2 Cl c2

S1 25 40 20 20
S2 28 35 14 14
S3 18 12 36 24

A matéria prima para produzir 1 componente C1 custa 2 u.m e para 1 componente C2 custa 2.8 u.m.
N&o devem produzir-se mais do que 5 componentes C2 por cada 4 componentes C1 produzidos.
Os componentes sdo langados no mercado com 0s seguintes precos:

e C1..83um.

e C2..10.7um.
Formalizar em PL para optimizar a producéo dos 2 tipos de componentes.
E necessario calcular o niimero de componentes a produzir pelo que as Variaveis de Decis&o s&o:

X; = nimero de componentes C1
X, = nimero de componentes C2
RestricGes Técnicas:
E necessario calcular os coeficientes técnicos das variaveis sendo de interesse ver, por exemplo, que se a

Seccdo 1 produz por hora 25 componentes C1 entdo consome 1/25 horas (2.4 minutos) por unidade do que

resulta que para esta Secgéo o coeficiente técnico de x; e 1/25 horas.

e capacidade produtiva da Seccéo 1:

1/25x, + 140x, < 1hora 40x, + 25x, < 1000
1/28x, + 135x, < lhora ou 3Bx, + 28x, < 980
1/18x, + 112x, < 1lhora 2x, + 18x, < 216

e ndo produzir mais do que 5 unidades de C, por cada 4 unidades de C,:

5% > 4X, ou 5% - 4% < 0

Objectivo : Maximizar o Lucro da venda
Max f(X) = 3x; + 5x,
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O quadro seguinte explicita o calculo do lucro unitéario para C, e C, :

Custo Producdo por unidade C1 C2

EmS,; 20/25 |= | 0.8um. | 20/40 |= 0.5 u.m.
EmS, 14/28 |= | 0.5um. | 14/35 |= | 0.4um.
EmS; 36/18 |= | 2.0um. | 24/12 |= 2.0u.m.
Matéria Prima 2.0u.m. 2.8 u.m.
Total do custo 5.3u.m. 5.7um.
Preco Venda 8.3 u.m. 10.7 u.m.
Lucro Unitario 3.0u.m. 5.0 u.m.

Restricoes logicas : x; = 0 e Inteiro (j=1a2)
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14. Restrigdo Particular

Admita a situacéo anterior (problema 13) com as seguintes alteracoes:

“A producdo ndo deve exceder 5 unidades de C1 ou 8 unidades de C2 ou combinacdo apropriada de
ambos”.

Adaptar o modelo de PL as novas condi¢@es.

A 22 restricdo técnica deve ser substituida por:

15x%x, + 18x, < 1 ou 8x; + 5x, < 40
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15. Localizagéo

No distrito A é necessario planear o posicionamento de meios aéreos de ataque a incéndios florestais.

No distrito ha 6 localidades (L1, L2, L3, L4, L5 e L6) com capacidade para receber os referidos meios.
Pretende-se reduzir ao minimo o ndmero de localidades com meios aéreos, garantindo-se que todas elas tém
apoio aéreo no prazo maximo de 20 minutos.

O quadro seguinte apresenta os tempos de voo (minutos) entre qualquer par de localidades:

L1 L2 L3 L4 L5 L6
L1 0 15 | 25 | 35 | 35 | 25
L2 | 15 0 30 [ 40 | 25 | 15
L3 | 25 | 30 0 20 | 35 | 25
L4 | 35 | 40 | 20 0 20 | 30
L5 | 35 | 25 | 35 | 20 0 19
L6 | 25 | 15 | 25 | 30 | 19 0

Apresentar o modelo de PL que Minimiza o nimero de localidades onde séo posicionados 0s meios aéreos.

f i
19
> "
{7 waa

i?"

Ly ]
20
s/w’! d——)
d‘;ﬂfﬁf}m‘ PR+ X 4%y 54

=
Fiver

As Variaveis de Decisao (binarias) S80 : Xy , X, , X3 , X4, X5, Xg
Assim, por exemplo, se x, =1 seréo colocados meios em L4 (néo o sendo se for nula).

RestricBes Técnicas
No quadro dos tempos de voo € necessario identificar para cada localidade, quais as que desta podem ser
apoiadas (localidades a 20 ou menos minutos; ver casas sombreadas):

L1 L2 L3 14 L5 L6
L1 0 15 | 25 | 35 | 35 | 25
L2 | 15 0 30 | 40 | 25 | 15
L3 | 25| 30 0 20 | 35 | 25
L4 | 35 | 40 | 20 0 20 | 30
L5 | 35 | 25 | 35 | 20 0 19
L6 | 25 | 15 | 25 | 30 | 19 0

Analise-se a localidade L1 :
¢ se 0s meios forem colocados em L1, a localidade L2 fica apoiada (tempo de voo=15 minutos) e vice-
versa. A restricdo a considerar € entdo x; + X, > 1 que garante meios em pelo menos uma das

localidades sem impedir que possam ser colocados em ambas (0 que pode revelar-se conveniente

pois L2 pode apoiar ndo s6 L1 como ainda L3... ).
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Procedendo de igual modo para todas as localidades, tém-se as Restricdes Técnicas:

e EmlL1
e EmL2
e EmL3
e EmL4
e EmL5
e EmL6

X, + X >1

1772
Xpt X+ X1
X3+ Xy >1
X3+ X+ X5 =1

XgtXs+Xg =1

XptXg+Xg =1

Objectivo : Minimizar o nimero de localidades onde colocar meios

Minf(X) = X; + X, + X3+ X4+ X5+ Xg

Restrices logicas : x; =0 ou 1

(j=1a6)

Recorrendo ao software do autor a entrada de dados € a seguinte:

NS Programacdo Linear Inteira - Método "Branch and Bound™

O Max
& Min

4
Integralidade [clique] i

MY de Var. Decisdo EI

1 %%%%% Sinal| Terma Independente
11111
gjofojao

Lim. Superior 1

Lir. [nferiar 0|0

fixl= T(1(1]1]1]1

L1 101 r= 1
L2 101 1] »= 1
L3 111 r= 1
L4 1111 r= 1
L5 T(1]1] == 1
LE 1 111 »= 1

e asolucdo 6ptima é a seguinte:

M5 Programacdo Linear Inteira - Método "Branch and Bound™

. ) rr &y
O = = i X3 = e | 2 W
Moo Ler Dados | Gravar Dados Excel Calcular Ajustar Terminar Help Ensino
Identificagdo do Problema Capll-n?15

2] o - I
‘er Dados Excel Ajustar ordenar Prablemas
Objectivo atingido
Y aridvel Y alor
OPTIMO OBJECTIVO ATINGIDO o 1
wd 1
=] 2

Solucdo 6ptima : Colocar meios aéreos em L2 e L4
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16. Producdo de componentes

Uma empresa produz 2 componentes A e B.

Qualquer dos componentes exige a intervencdo sucessiva das Secgbes 1, 2 e 3 por esta ordem.

A capacidade diaria de processamento em cada sec¢do € a seguinte:

e Seccdo 1: 80 componentes A ou 50 componentes B ou qualquer combinacéo apropriada destes.

e Secgdo 2 : 30 componentes A ou 40 componentes B ou qualquer combinag&o apropriada destes.

e Secgdo 3: 60 componentes A ou 35 componentes B ou qualquer combinag&o apropriada destes.

O lucro da venda do componente A é de 5u.m. e o de B é de 7 u.m.

Qual é o plano dptimo de produgéo?

E necessario calcular o nimero de componentes a produzir sendo as Variaveis de Deciso

X; = nivel da produgdo de A
X, = nivel da producéo de B
Restricdes Técnicas:
e capacidade produtiva da Seccéo 1.

1/80x; + 1/50x, < ldia

e capacidade produtiva da Secgao?2:

130, + 1/40x, < 1dia

e capacidade produtiva da Seccéo 3:

1/60x; + 1/35x, < ldia

Objectivo : Maximizar o Lucro da venda
Max f(X) = 5x1 + 7xo

Restricdes logicas : x; = 0 e Inteiro (=1 a2)

ou

ou

ou

50x; + 80X,

40x; + 30x,

35x, + 60X,

IA

IA

IA

4000

1200

2100
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17. Producéo de componentes

Uma empresa tem 2 fabricas F1 e F2 onde produz 3 componentes A, B e C.

As capacidades de produgéo semanal séo:

F1: 100 componentes A ou 200 componentes B ou 200 componentes C ou qualquer combinagdo apropriada
destes.

F2 : 200 componentes A ou 200 componentes B ou qualquer combinag&o apropriada destes.

A empresa vende o componente Aa 20 u.m.,Ba 40 u.me C a 60 u.m.

O custo de producdo do componente A, B e C (em u.m.) é 0 seguinte:

A B C
F1 10 20 15
F2 12 15 Né&o produz

Apresentar 0 modelo de PL que permita calcular o plano de produg&o dptimo.

Tot, Pred. e A =
w o o B X+ X a
" " « C =

c L]
E necessario calcular o nimero de componentes a produzir em cada fabrica sendo as Variaveis de Decis&o Xi

(i=F;,F, ; [=A, B, C) conforme o quadro indica:

A B C
F1 X1A X1B Xic
F2 Xon X0 ndo produz
Restricdes Técnicas:
Capacidade Produtiva
F1: 17100 x;, + 1200x5 + 1200%,; < 1
F2: 17200 Xy, + 1/200 X5 < 1

Objectivo : Maximizar o Lucro da venda
Max f(X) = (20-10)x,, + (40-20)x,5 + (60-15)x, + (20-12)x,, + (40-15)x,, OU SEja,
Max f(X) = 10x,, + 20X, + 45X, + 8X,, + 25X,g

Restricoes logicas : ;= 0 e Inteiro (I=1a2;j=AB,C)
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18. Publicidade
Uma empresa de publicidade tem um cliente interessado nos seguintes grupos-alvo:
e Grupo 1: Mulheres casadas na faixa etaria dos 25 a 35 anos
e Grupo 2 : Licenciados (as)
e Grupo 3 : Familias com rendimento anual superior a 4000 u.m.
e Grupo 4 : Possuidores de habita¢do prépria
A importancia relativa dos grupos é ponderada pelo cliente do seguinte modo:
e Grupol:Peso5
e Grupo2:Peso3
e Grupo 3:Peso?2
e Grupo4:Peso?2
A empresa tem contratos com uma revista feminina, uma cadeia de radio, uma estacdo de TV e um jornal

dirio que apresentam as seguintes caracteristicas:

Caracteristicas Revista feminina ~ R&dio TV Jornal
Grupo 1 (%) 90 55 65 42
Grupo 2 (%) 30 20 25 38
Grupo 3 (%) 10 6 5 13
Grupo 4 (%) 21 23 27 30
Custo por andncio (u.m) 1000 1500 3500 500
Audiéncia potencial 250000 750000 150000 800000
N° minimo de andncios 10 5 3 15

O cliente s6 aceita orcamento que ndo exceda 100000 u.m.

Formular 0 modelo de PL para maximizar o nivel da audiéncia.

E necessario calcular o nimero de andncios em cada meio sendo as Variaveis de Decisdo :

X1 = numero de anuncios na revista feminina
X2 =ndmero de andncios na radio
X3 = ndmero de anuncios na TV

X4 = numero de andncios no jornal
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Restricdes Técnicas:
e NUmero minimo de antncios

e X;>10

e Orgamento

e 1000x, + 1500x, + 3500x; + 500x, < 100000
Objectivo : Maximizar o nivel da audiéncia qualificada
Max f(X) = [5(0.90) + 3(0.30) + 2(.10) + 2(0.21)] 250000x +
+ [5(0.55) + 3(0.20) + 2(.06) + 2(0.23)] 750000x +
+ [5(0.65) + 3(0.25) + 2(.05) + 2(0.13)] 150000x3 +
+ [5(0.42) + 3(0.38) + 2(.13) + 2(0.30)] 800000x4

A funcéo objectivo a maximizar é entao:
Max f(X) = 1505000x1 + 2947500x7 + 6960000x3 + 3280000x4

Restricdes logicas : ;= 0 e Inteiro (j=1a4)
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19. Aluguer de viaturas

Uma empresa rodoviaria executa transportes rapidos na cidade nas seguintes condi¢des:

Tipo de servico Caracteristicas
1 1 viatura ; Pequena distancia ( até 20 Km)
2 1 viatura ; Média distancia (21 a50 Km)
3 1 viatura ; Grande distancia (51 a 100 Km)

Em qualquer dos tipos de servico os clientes pagam o respectivo nimero limite de quilometragem ( 20 Km no
tipo 1, 50 Km no tipo 2 e 100 Km no tipo 3 ) mesmo que seja percorrida uma distancia inferior.

O custo por quildmetro, em unidades monetarias, é o seguinte:

Tipo de Servico
1 3
(A) Viatura grande 5 7 6
(B) Viatura média 12 10 5
(C) Viatura pequena 9 8 7

Para amanha é necessario garantir 0s seguintes servicos :
e 4 servicos de quilometragem média igual a 10 Km com viatura B ou C.
e 6 servicos de quilometragem média igual a 40 Km com viatura A, B ou C.
o 7 servigos de quilometragem média igual a 70 Km com viatura A ou B.
O controlo de viaturas informou que ainda ha disponiveis 10 viaturas de cada escaldo.
Apresentar 0 modelo de PL que minimiza o custo do aluguer ao cliente.
E necessario calcular, para cada escaldo, o nimero de viaturas que executam cada um dos tipos de servico

pelo que as Variaveis de Decisao so:

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3
Escaldo A Xa1 Xp Xa3
Escaldo B Xg1 Xg2 Xg3
Escaldao C Xc1 Xco X3

representando o nimero de viaturas do escaldo “i"=A, B, C para fazer servigo do tipo “|" = Tipo 1,2 e 3.
Restricbes Técnicas:

e servigos de 10 Km (pequena distancia) com viatura B ou C : Xg; + Xc; = 4 Servigos
e servicos de 40 Km (media distancia) com viatura A, B ou C : Xy, + Xg, + Xcp = 6 S€rvicos

e servigos de 70 Km (pequena distancia) com viatura A ou B : X,3 + Xg3 = 7 Servigos

IA

e disponibilidade de viaturas tipo A : Xa + Xap * Xa3 < 10

IA

e disponibilidade de viaturas tipo B : Xg; + Xgp + Xgz < 10

e disponibilidade de viaturas tipo B : Xq; + Xcp + X3 < 10

Objectivo: Minimizar o total de custo
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Organiza-se 0 quadro de custos:

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3
Escaldo A : N&o ha 7(50)=350 | 6(100)=600
Escaldo B : | 12(20)=240 | 10(50)=500 | 5(100)=500
Escaldo C: | 9(20)=180 | 8(50)=400 N&o ha

Tendo em conta que ndo ha servico pedido para os pares os pares (A, Tipo 1) e (C, Tipo 3) a funcéo de

custo a minimizar é:

Min f(X) =

350Xy, + 600X,5 + 240Xg, + 500Xg, + 500Xg, + 180Xc; + 400Xc,

Restrices logicas : x; = 0 e Inteiro (i=A,B,C; j=1a3)
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20. Producdo de gelado
Uma empresa produz gelados de améndoa, chocolate e noz, cuja venda proporciona lucros unitarios de 3, 4 e
6 u.m. respectivamente.
A producdo diaria deve observar o seguinte:
¢ gelado de améndoa : minimo de 4000 unidades
¢ gelado de chocolate : exactamente 4000 ou 7000 unidades
e por cada 3 unidades de chocolate produzidas, produzir no maximo 4 unidades de gelado de noz
A producdo envolve as secgdes de fabrico e de embalagem.
O tempo necessario (minutos) , para preparar 100 unidades de qualquer dos tipos de gelado, é o seguinte :

Fabrico Embalagem

Améndoa 3 3
Chocolate 3 4
Noz 5 3

A empresa produz durante 8 horas/dia.

Formalizar o problema em Programag3o Linear para estabelecer o Plano Optimo de Produc&o diério.

E necessario calcular as quantidades a produzir de améndoa, chocolate e noz sendo as Variaveis de
Decisao:

X; = nivel da produgéo de améndoa

X, = nivel da producdo de chocolate

X3 = nivel da producéo de noz

RestricBes Técnicas:

e X; > 4000 : minimo de améndoa/dia

e X, = 4000y, + 7000y, : exactamente 4000 ou 7000 un/dia de chocolate
e yty, =1

o 4X,>3X%g : proporcéo de chocolate / noz

e 3(x,/100) + 3(x, /100) + 5(x4 /100) <480  :tempo (minutos) /dia disponivel para fabrico
o 3(x, /100) + 4(x, /100) + 3(x4 /100) <480  :tempo (minutos) /dia disponivel para embalar

Na 22 restricdo sendo y; e y, variaveis binarias com soma 1, conduz a x, = 4000 ou x, = 7000 como se

pretende.
Objectivo: Maximizar o lucro
Max f(X) = 3x; + 4x, + 6X,

Restricdes logicas: x; = 0 einteiro (j=1a3)
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21. Contratacéo de pessoal

Uma escola necessita contratar 2 alunos e 1 aluna para monitores da sala de informéatica &s segundas,
quartas e sextas-feiras de cada semana, entre as 14 e as 19 horas.

Foram seleccionados 2 alunos (A, B) e 1 aluna (C) .

O namero de horas de disponibilidade de cada aluno(a) e o respectivo vencimento/hora (u.m.) sdo 0s
seguintes:

Segunda Quarta Sexta Vencimento/hora

A 1 1 3 10
B 4 2 4 11
C 3 4 5 12

A escola garante aos alunos A € B um minimo de 5 horas de trabalho/semana e a aluna um minimo de 4
horas.

Pretende-se calcular o nimero de horas de trabalho a fixar a cada um dos 3 alunos em cada um dos dias
indicados, por forma a reduzir ao minimo o encargo semanal da escola.

Apresentar 0 modelo de PL para solucionar o problema.

E necessario calcular o nimero de horas a contratar com cada aluno para cada um dos trés dias sendo as

Variaveis de Decisdo xij (i=A, B, C ; j=segunda, quarta, sexta) conforme o quadro indica:

NUmero de horas a contratar
Aluno(a) Segunda Quarta Sexta

A X11 X12 X13

B X1 X22 *23

¢ X31 X32 X33

Restri¢Bes Técnicas:

o X3 tXp t X3 =5 minimo de horas do aluno A
© Xy t Xy ot X3 =5 minimo de horas do aluno B
o X33 t X5 ot Xy > 4 minimo de horas da aluna C
e X3 t Xy t Xy =5 horas na segunda
© Xpp  t Xy ot Xy =5 horas na quarta
© Xi3 t X3 t Xg3 =5 horas na sexta
o Xy <1 disponibilidade do aluno A na segunda
o Xp <1 disponibilidade do aluno A na quarta
* X3 < 3 disponibilidade do aluno A na sexta
o Xy < 4 disponibilidade do aluno B na segunda
o Xy < 2 disponibilidade do aluno B na quarta
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* Xy < 4 disponibilidade do aluno B na sexta

o Xy < 3 disponibilidade da aluna C na segunda
o Xy < 4 disponibilidade da aluna C na quarta

® Xg3 <5 disponibilidade da aluna C na sexta

Objectivo : Minimizar o custo total
Min f(X) = 10(xy; + X3 + X33 ) + 11(Xp1 * Xpp * Xp3) + 12(X31 + X35 + X33)

Restricdes logicas : x; =0 (i=1a3;j=1a3)
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22. Programar descarga de viaturas

Uma empresa de transportes procede a recolha de mercadoria em Lishoa para um depdsito central onde
descarrega, separa e procede a expedicao para todo o pais.

Na operacéo de recolha utiliza 3 tipos de viatura (V; , V, e V5 ) sendo o custo de descarga de uma viatura

variavel conforme o equipamento e pessoal que utiliza em cada um de 3 terminais (T, ,T, e T5) que tem no

depdsito antes referido. Estes custos de descarga (u.m.) sdo os seguintes:

T1 T2 T3
V1 |14 |16 | 17
V2 |12 9 |10
V3 |10 (13| 9

Se, por exemplo, os 3 terminais estiverem livres e chegar uma viatura do tipo V3, a descarga serd feita no
terminal T3 onde o servigo apresenta menor custo (9 u.m.)

Admita ser necessario programar para as 15 horas a descarga de uma viatura de cada tipo. Como atribui-las
a cada um dos terminais de descarga ?

Apresentar 0 modelo de PL necessario ao calculo da solugéo 6ptima.

E necessario calcular para cada viatura qual o terminal de descarga sendo as Varidveis de Decisdo
X (I=V1,v2 ,V3 ; |=T1,T2,T3) conforme o quadro indica:

T1 T2 T3

V1 | Xqq | Xgp | X3

V2 | X1 | Xo1 | Xo3

V3 | Xa1 | X3z | X3

Restricdes Técnicas:

o Xy tXp ot Xy o= V; descarregaem T, ou T, ou T,
© Xyt Xy ot Xpg = V, descarregaem T, ou T, ou T,
® Xy t Xy ot Xg3 = V; descarregaem T, ou T, ou T,
o Xyt Xy ot Xy = Em T, descarrega V, ouV, ou Vs,

o Xpp ot Xy ot Xy = Em T, descarrega V, ou V, ou V,

N T N SN BN =Y

® Xi3 ot Xp3 ot Xg3 = Em T, descarrega V, ou V, ou V,

Objectivo : Minimizar o custo total

Min f(X) = 14Xy, + 16X;5 + 17X;5 + 12X91 + 9Xpy + 10X95 + 10X5; + 13X3 + IXgq

Restricdes logicas : ;=0oul  (i=1a3;j=1a3)
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23. Producéo integrada
Uma empresa tem 2 fabricas (F1 e F2) onde, no momento, produz 3 componentes (A, B, C) para maquinas
de lavar.

As actuais condi¢bes de producdo sdo as seguintes:

Producéo / hora
A B C Tempo disponivel por semana (h)
Fabrica 1 8 5 10 100
Fabrica 2 6 12 14 80

Estes componentes A, B, C sdo vendidos em caixas com um componente de cada pelo que a produgdo deve
ser equilibrada para evitar desperdicio.
Sendo de 10 unidades monetarias (u.m.) o lucro de venda de uma caixa de componentes, formalize 0 modelo

de programacdo linear para estabelecer o plano 6ptimo de produgdo para uma semana.

E necessario calcular, para cada fabrica, o nimero de componentes a produzir sendo as Variaveis de

Deciséo Xi (i=F;,F, ; J=A, B, C)conforme o quadro indica:

A B C

Fio| X | X12 | Xi3

Fo | Xo1 | Xa1 | X3

Restricbes Técnicas:

o 118Xy + 15x, + 1/10 x5 < 100 . tempo disponivel em F1
o 1/6Xy + 112Xy,  + 114Xy < 80 . tempo disponivel em F,
o Xy + Xy = Xpp Xy © n.de pecas A=n.°de pecas B
e Xpp + Xy = X3 t Xpg . n.de pecas B =n.°de pecas C

Objectivo : Maximizar o lucro da venda de conjuntos de 3 componentes
Max f(X) = 10(X1; + Xy1 ) ou Max f(X) = 10(xy5 + X, ) ou Max f(X)=10(X;3 + X95)

Restricdes logicas : x; > 0 e inteiro (i=la2;j=1a3)
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24. Problema de Embalagem (problema da "mochila™)
Trata-se de um problema de programagdo linear inteira binaria (PLIB).

Existem "n" artigos com valor "cj" e peso "pj" que nao é possivel "embalar" de uma sé vez devido a limitagdes de

peso total.

Qual a escolha dptima que, satisfazendo a limitagdo de peso maximo P, maximiza o valor total dos artigos
"embalados"?

Dado que para cada artigo é necessario decidir "Embalar / Nao Embalar" recorre-se a uma variavel de decisao
binéria associada a cada um dos artigos.

Decidindo "Embalar" quando a varidvel tem valor 1 e "Ndo Embalar" quando a variavel tem valor 0, tem-se o

modelo de Maximizag&o:

n

Max f (X) = Z;CJXJ’
j=

S.a.

D> px; <P

=1

X1 X5 X, =0 0U 1

Exemplo:

Considerem-se quatro pegas (A, B, C, D) com pesos de 5, 7, 4, 3 kg respectivamente embalar com peso maximo
de 14 kg.

Sejam 8, 11, 6, 4 € as ponderacdes associadas a A, B, C, D respectivamente.

Calcular as pecas a embalar maximizando o valor total das ponderacdes.

MODELO PARA CALCULO

Variaveis de decisdo: X, , X, , X, , X4 de tipo binario (valor 1: embalar ; valor 0: ndo embalar)

Restricdo técnica (peso) : 5x, + Tx + 4x + 3x, <14

Objectivo: Max f(X) = 8x, + 11x, + 6x + 4x,

Solucdo dptima
Recorrendo ao software do autor obtém-se;

Xg =Lx. =Lx; =1
Max f(X) =21
Embalar as pecas B, C e D.

Valor total maximo = 21 €
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25. Problemas com decisfes do tipo " Se ... <condi¢do l6gica > ... entdo ... <decisdo >"

Uma empresa deseja construir 5 armazéns para 0s quais se prevé os custos e lucros a seguir indicados:

Armazém | Custo Esperado (u.m.) Lucro Previsto (u.m.)
A 450 50
B 390 60
C 350 90
D 380 45
E 400 80

A empresa ndo pode disponibilizar mais do que 1470 u.m. (notar que séo necessarias 1970 u.m. para construir

todos os armazéns) pelo que estabeleceu as seguintes condigdes:

do conjunto A, B e E s6 é construido um armazém ( se construir A, ndo constréi Be E ...)

se for construido o armazém D deve ser construido 0 armazém E

do conjunto C e D s6 é construido, no maximo, um armazém

0 armazém C pode ser construido se e so se for construido 0 armazém B

Trata-se de um problema de programagdo linear inteira binaria (PLIB).
MODELO PARA CALCULO

Xg s X » X

Varidveis de decisdo (binarias): x X

Al D'E
Objectivo: Maximizag&o do lucro

Max f(X) = 50x, + 60xg + 90x + 45x,, + 80X,

Restricdes Técnicas

restricdo de capital :  450x, +390x, + 350x. + 380xp + 400x < 1470
e construirsO A,BouE: X, +x;+x-=1

e construir D e E ou nenhum deles: Xp = Xg

e construir C ou D ou nenhum deles: Xot X < 1

e C pode ser construido se e s6 se B for construido,: X< Xg

Restricdes Logicas

® Xa.Xg,Xc. Xp, Xg =00u1(x =0 significa ndo construir o armazém 'j" ; x; = 1 significa
construir o armazém “j")
Solucéo optima
Xg =Lx; =1
Max f(X") =150

Construir os armazéns B e C. Lucro maximo = 150 u.m.
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26. Problema do caixeiro viajante (circuito de Hamilton)

Trata-se de um problema de programagdo linear inteira binaria (PLIB) tipico da Teoria dos Grafos.

Pretende-se calcular um circuito com o menor encargo total (tempo, distancia, custo, etc.) que seja Elementar,
Simples e passe em todos os vértices do grafo (rede) uma e s6 uma vez.

Este circuito denomina-se Circuito de Hamilton em homenagem ao autor deste problema, Sir William Rowan

Hamilton, matemético irlandés (1805-1865).

Exemplo:

A figura seguinte representa uma rede de estradas.

O vértice A representa a localizagdo de uma empresa.

Os vértices do grafo ( B, C, D, E) representam localidades a visitar por um delegado da empresa para contactar
com clientes.

0 valor associado a cada uma das arestas do grafo € o custo do deslocamento em unidades monetarias.

Calcular a ordem porque devem ser visitados os clientes que minimiza o custo total da deslocagao.

Situacao

O delegado da empresa necessita de um circuito (inicio e fim no vértice A) Elementar (passar uma e s6 uma vez
na mesma localidade) e Simples (usar a mesma estrada uma e s6 uma vez), para visitar todos os clientes
(localidades B,C,D,E) reduzindo ao minimo a despesa do deslocamento.

Um dos circuitos admissiveis € A-B - C - D - E — A com custo total de 539 u.m. Sera dptimo?

MODELO PARA CALCULO

Variaveis de decisdo: duas variaveis binarias para cada estrada (uma para cada sentido do percurso)

Xag » Xac » XaD + XaE » XBA » XBC » XBD + XBE » XA+ XcB 1+ Xcb » XcE » XpA + XpB 1+ XDC » XDE v XEA » XEB » XEC » XED

Nota explicativa:

Sex, =10 circuito inclui o deslocamento de A =C; se X,c = 0 este deslocamento ndo é efectuado.
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Obijectivo: Minimizacao do custo total do deslocamento

Min f(X) = 82Xpg + 167X, + 114X,p + BXpp + 82X + 240Xge + 151Xgy + 29Xge + 167Xc, + 240Xcg + 63Xcp,
+253%cg + 114xp, + 151Xpg + 63Xpe + 146Xpe + BXgp + 29%eg + 253X + 146Xgp

Restricdes técnicas de afectacdo

sair de A para uma Unica localidade
sair de B para uma unica localidade

Xag t Xac T Xap t Xag =
Xga t Xgc T Xgp t Xgg =
Xca t Xcg t Xep + Xce =

)
sair de C para uma unica localidade)
Xpa + Xpg + Xpc t Xpe = )

sair de D para uma Unica localidade
sair de E para uma Unica localidade)

(
(
(
(
Xep t Xeg T Xgc T Xep = (
(chegar a A vindo de uma Unica localidade
(
(
(
(

Xgat Xca t Xpa * Xea = )
chegar a C vindo de uma Unica localidade)
chegar a D vindo de uma Unica localidade)
chegar a E vindo de uma Unica localidade)

Xag * Xcg + Xpg + Xeg = chegar a B vindo de uma Unica localidade
Xac T Xgc + Xpc * Xgc =

Xap T Xgp * Xcp + Xep =

1
e e T e T e e T e =

Xae t Xge t Xce + Xpe =

Restricdes técnicas para impedir sub circuitos (circuitos “parasitas”)

Utiliza-se uma varidvel associada a cada um dos vértices do grafo (localidades) cujo valor indica a ordem porque

0 vértice é visitado durante a execucao do circuito.

Para cada uma das ligagOes existentes entre os vértices genéricos “i" e “J" utiliza-se uma restrigao do tipo:

y; 2y +n(x)-(n-1) (i=ji=2..,n j=2..,n7y,y; 20)
Nota :"n" é o nimero de vértices do grafo

Yc > ygt SXgc -4
Yp > gt SXgp -4
Ye > gt OXge -4
Y8 > ot SXcg-4
Yp > Yot SXcp-4
Ye > Yot SXce-4
Y8 > ypt SXpg-4
Ye > Yot SXpc-4
Ye > Yo+ SXpg-4
Y8 > Ye t SXgg-4
Ye > Ye t SXgc -4
Yp > Ye + SXgp-4

Se, no exemplo corrente, X, = 1 teremos:
Yo 2 Ye +5(1)_(5_1) = Yo 2 Ye +1

garantindo que o nimero de ordem da visita ao vértice D é sempre superior ao nimero de ordem da visita ao

vértice C o que impede, por exemplo, o sub circuito “C-D - C" (circuito “parasita”).
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Pode ser feita a prova de outro modo para a hipétese do sub circuito C - D - C:

Ligacdo (arco)
C-D Yo=Yt 5XCD—4 = | Yt SXCD—yD£4
D-C Yo2Ypt Xpe—4 = | Ypt Ko~ Yo <4
Soma = 5(XCD + XDC) <8

A restricdo da soma das duas restricdes mostra que o valor de "X, + X" pode, no maximo, ter valor 1, ou seja,

a aresta CD ou ndo é utilizada =0) ou s6 pode ser percorrida num dos sentidos (X = 1 ou X, = 1).

(Xep = Xpe

Restricdes Logicas
xij=00u1(i¢j;i,j=B,C, D, E)

Yi ¥;20
Solugdo dptima (é indeterminada; apresenta-se uma solucéo):
Xag =1 Xeg =1 %gp =1, Xpe = 1; Xca = 1; Min f(X) = 418 u.m.

O circuito ptimo é A-E-B-D-C-A
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27. Problema de Cobertura do Grafo
Problema tipico caracterizado por:
e variaveis de decisdo hinarias
o restricOes técnicas com soma de variaveis “> 1"
e minimizacdo de uma funcdo objectivo igual & soma das varidveis envolvidas com
coeficientes de ponderacéo
Exemplo
Uma autarquia pretende construir jardins numa zona que compartimentou em 11 areas como mostra a figura

seguinte:

A autarquia estabeleceu as seguintes orientagdes:
e qualquer area tem espaco para plantar um jardim
¢ um jardim apoia a &rea onde esta plantado e as areas adjacentes (limite comum)

e minimizar o nimero de jardins a plantar.

MODELO PARA CALCULO

Comecemos por construir a matriz boolena de adjacéncias:

Areas | 1|2 (3|4 |5(6|7|8|9]10|11

1 11111

2 1111

3 1]1]1(1 1

4 1 1 1)1

5 1)1 1 1)1

6 1 1111

7 1111

8 1]11](1f1]1]1

9 1 111]1

10 1111

11 111

Nota: qualquer vértice é adjacente de si mesmo
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Varidveis de decisdo: uma variavel binéria para cada area (jardins sdo implantados nas areas em que a variavel

associada tem valor 1)

Objectivo: minimizar o nimero de jardins a implantar

Minf(X) =X, + X, + X3+ X, + Xg+ X+ X+ Xg+ Xg+ X+ X

Restricdes técnicas: uma restricdo do tipo “>" para cada linha da matriz de adjacéncias

X1 + X2 + X3 ‘|'X4 > 1
X| tX,  tXg +Xg > 1
X Xy X tX, X X > 1
X, X, +X, X, X > 1
X,  tX X +X tXg  tX > 1

X, tX, X tXg  tX, +Xg > 1

X4 + X6 + X7 + x8 > 1

Xs  tXg  tXp tXg o tXg o Xy > 1

X5 TXg Xy tXy Xy > 1

Xg  tXg Xy tXy > 1

X X0 tX, o> 1

10 11

Solucéo optima
X3=1;%=1;%=1;Minf(X)=3

Plantar jardim nas areas 3, 8 e 9 no total minimo de 3 jardins

Jardim da area 3 : serve as areas 1, 2, 3,4, 5, 6
Jardim da &rea 8 : serve as areas 5, 6. 7, 8, 9, 10

Jardim da &rea 9 : serve as areas 5, 8, 9,10,11
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28. Problema de Cobertura

Uma empresa rodovidria necessita afectar condutores as carreiras didrias que vai lancar numa determinada
regido. A figura seguinte apresenta as localidades servidas (A a E) e carreiras de possivel estabelecimento
(nimero da carreira e tempo de ligacao):

Car.3-1hora Car.1-1hora

A Car.4-1hora
Car. 5 - 4 horas
Car. 7 - 3 horas
Car. 6 - 2 horas
E Car.9 -2 horas Car. 8 - 4 horas
Car. 11 - 2 horas

Car. 10 - 5 horas D

v

A empresa dispde dos condutores Zé e Quim (moradores em D), Silva e Jodo (moradores em A) e pretende que:
e as carreiras se efectuem pelo menos uma vez por dig;
e 0s condutores s tripulem carreiras com inicio e fim na localidade de residéncia;
e um condutor ndo conduza mais do que 10 horas diarias;
e qualquer condutor s6 tripule uma sequéncia de carreiras distintas (ndo repete carreiras);
A empresa paga ao condutor 10 u.m. por hora de conducdo além de 10 u.m. por cada carreira que efectuar.

Pretende-se afectar os condutores as carreiras minimizando o custo total.
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MODELO PARA CALCULO

Comecemos por identificar os circuitos de carreiras com inicio/fim em “A” e “D” (moradas dos condutores) para

calcular os que satisfazem o servigo desejado com custo total minimo:

Circuito | Condutores Sequéncia Horas Custo N° de Bonusde | Custo total
T admissiveis Carreiras trabalho | horas | carreiras | carreiras (u.m.)
(10/hora (10/carreira
) )
1 Zé , Quim 9-8 6 60 2 20 80
2 Zé , Quim 11-7-8 9 90 3 30 120
3 Zé , Quim 9-2-1-8 8 80 4 40 120
4 Todos 9*.2-3-4%-1-8 10 100 6 60 160
5 Todos 11*-6-4*-1-8 10 100 5 50 150
6 Todos 11*-6 - 10* 9 90 3 30 120
7 Todos 9%-2-3-10% 9 90 4 40 130
8 Silva , Jodo 4-3 2 20 2 20 40
9 Silva , Jodo 4-5-6 7 70 3 30 100
10 Silva, Jodo 4-1-2-3 4 40 4 40 80
11 Silva , Jodo 4-1-2-5-6 9 90 5 50 140
12 Silva , Jodo 4-5-7-2-3 10 100 5 50 150

Nota: Ha circuitos que ndo estdo descritos porque estdo implicitos nos circuitos assinalados com “ * "
Assim, por exemplo, ndo se indica o circuito “ 10 — 11 -6 “ porque é o0 mesmo que “11-6-10"

O quadro seguinte relaciona cada uma das carreiras com 0s circuitos enumerados:

Circuitos
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 X | X X | X
2 X | X X X | X | X
3 X X | X X X
4 X | X X | x| X X
Carreiras | 5 X X | x
6 X | X X X
7 X X
8 X | x| x| x| x
9 X X | X X
10 X | X
11 X X | x

Varigveis de decisdo

Séo do tipo binario (uma para cada um dos circuitos enumerados).
Nota: veja-se, por exemplo, que a carreira 1 é efectuada nos circuitos 3, 4, 5, 10 e 11. Activando um destes

circuitos (restricdo X5 + X, + X5 + X3 + X4; = 1) & carreira é efectuada diariamente.
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Objectivo
Atendendo a que se for efectuado o circuito n°1 (x; = 1) o custo total € 80x; = 80(1) = 80 u.m. entdo a funcéo

objectivo a minimizar € a seguinte:

Min f(X)= 80X, + 120K, + 120x, + 160x, + 150, + 120x, + 130x, + 40x; + 100X, + 80X, + 140x,, + 150,

Restricdes técnicas

e Todas as carreiras devem efectuar-se pelo menos 1 vez por dia:

Xg + X, o+ X + Xy o+ Xy > 1
X3+ X + X% t X t Xyt Xp > 1
X, + X+ Xg + Xy + X, > 1
Xy + X t X3 ot Xg o+ Xy o+ Xy o+ Xpo o201
Xq +OX; o+ Xy, > 1
X + Xg + X + X > 1
X2 + X12 > 1
X+ X + X5 4+ X+ X > 1
X, + X3 o+ X, + X > 1
Xg + X > 1
X, + X5+ Xg > 1
o Restricdes de condutores na activagéo de alguns dos circuitos:

X; + Xyt Xg <
Xg + X5 t Xg t Xg < 4

<

Xg t X9 t Xpo * Xyt Xpp

Nota: circuitos 1, 2 e 3 (Zé e Quim) ; circuitos 8, 9,10, 11 e 12 (Silva e Jodo) ; restantes (todos)
¢ Restricdo de condutores (4) para activar a totalidade dos circuitos enumerados:

X1t X t X3 t Xt Xg ot Xg t X ot Xg ot Xg f X * Xy *oXp <4

Solugdo Optima
X3=1;X5=1; X%, =1; Minf(X) =390 u.m.
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Resumo

S4o activados os circuitos 3, 6 e 12 pelo que s6 3 condutores serdo necessarios.

Todas as localidades serdo visitadas pelo menos uma vez por dia havendo apenas a duplicagdo da carreira
numero 2 entre C e B.

O circuito 3 (carreiras 9, 2, 1, 8) pode ser efectuado pelo Zé ou Quim tendo o custo de 120 u.m.

O circuito 6 (carreiras 11, 6, 10) pode ser efectuado pelo Zé ou Quim tendo o custo de 120 u.m. Podia ser
considerada a sequéncia das carreiras 10, 11, 6 o que permitiria usar um condutor morador em A (Silva ou
Jodo).

O circuito 12 (carreiras 4, 5, 7, 2, 3) pode ser efectuado pelo Silva ou Jodo tendo o custo de 150 u.m.
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29. Problema de produgédo com Custos Fixos
Uma empresa pretende produzir dois tipos de maquina (A e B).
A empresa tem duas fabricas (F1, F2) onde qualquer dos modelos pode ser produzido.

Os custos de “setup” e lucros associados a cada uma das maquinas sao 0s seguintes:

Setup (u.m.) | Lucro unitério de venda (u.m.)
Maquina A 45000 120
Méaquina B 76000 160

Para ndo duplicar custos de “setup” qualquer das maquinas é produzida numa Unica fabrica.

Capacidade Produtiva (maquinas/dia):

Méaquina A | Maquina B
Fabrica 1 52 38
Fabrica 2 42 23

Tempo de producdo disponivel (dias):

Maquina A
Fabrica 1 48
Fabrica 2 72

Calcular o plano éptimo de produgdo (onde produzir e quantidade a produzir).

MODELO PARA CALCULO

Varigveis de decisdo

¢ Niveis de producéo (xij >0 e Inteiro)

Méaquina A | Maquina B

Fabrica 1 Xip X5

Fabrica 2 Xon Xo5

e Onde produzir (variaveis binarias fij . Se fij =1, afébrica “i” produz a maquina “j")

Maquina A | Méaquina B

Fabrica 1 flA le

Fabrica 2 fon fq

Restricdes técnicas

“n

]
+f,, =1 (maquina "A” € produzida em F1 ou F2)

e Produzir/Nao produzir na fabrica
f

a maqguina

1A

fig+fg=1 (maquina“B"é produzida em F1 ou F2)
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o Limite superior do nivel de producéo de cada maquina em cada fabrica
Xy, < 52(48)f,
X,p < 38(48)f g
Xop < 42(72)1,,
X,g < 23(72) fog
Nota: Veja que se f,, = 0, entdo f,, = 1 pois foi estabelecido que f,,+ f,, = 1; a maquina

“A" ndo sera produzida em F1 porque x,, < 0 mas podera ser produzida em F2 (se for

rentavel) porque x,, < 42(72). O mesmo se passa para a maquina “B".

e Tempo disponivel para produzir (dias)

X1A X18
T T <48

X2A X28
T + >3 <72

Objectivo
Maximizacéo do lucro total da venda deduzido dos custos de “setup”:

Max f(X) = 12( Xt XZA) + 16( Xt XZB)—45000( f1A+f2A)—76000( f13+f23)

Solucdo 6ptima

M5 Programacio Linear Inteira - Método “Bra

¥

Drdenar Prablemas

I£|

Ver Dados

s | =

Excel Ajustar

Objectivo atingido

Warniavel W alor
OPTIMO OBJECTIWO ATINGIDO fb 1
f2a 1
wta a0z24
x1hb 1824
f+) B33720

Producdo 6ptima: 1824 maquinas “A” na fabrica 2 ; 1824 maquinas “B” na fabrica 1

Lucro total maximo = 533720 u.m.

INVESTIGAGAO OPERACIONAL (MS - edigao de 2006) 1156



Programacao Linear — Modelos tipicos

30. Problema de produgéo com Custos Fixos

Uma empresa téxtil tem 3 processos de coloracdo de tecido podendo usa-los de forma independente.

Os custos fixos de preparacao (setup cost) e de coloragao (running cost) associados a cada um dos processos e
as capacidades de processamento sdo 0s seguintes:

Processo  Custo Fixo (um.)  Custo Coloragdo (u.m./m?  Capacidade diaria (m?)

A 55 0.07 25000
B 85 0.05 35000
C 105 0.04 40000

E necessario tratar, diariamente, 45000 metros quadrados.

Calcular o plano éptimo de trabalho.

MODELO PARA CALCULO

Varidveis de decisdo (inteiras e ndo negativas)

Xa, Xg € Xc : quantidade (m?) a tratar pelos processos A, B e C respectivamente
Varidveis de decisdo binarias

Yar¥Ye 1 ¥c
S&o associadas a cada um dos processos ( se * y, = 0 “ 0 processo “ | “ ndo € utilizado e a varidvel de

decisdo associada devera ser nula; para * Y, =1 “ o processo “ | “ é utilizado e a variavel de decisdo

associada pode ter valores superiores a zero)

RestricOes técnicas
Xp * Xg t+ X = 45000 (satisfazer a procura diaria)
Xy < 25000y, (se utilizado o processo A, y, = 1 e capacidade méxima é 25000 m?)
Xg < 35000y (se utilizado o processo B, yg = 1 e capacidade maxima é 35000 m?)
Xc < 40000y, (se utilizado o processo C, y. = 1 e capacidade maxima € 40000 m?)

Objectivo_(minimizar o custo total)
Min f(X,Y) = 55y, + 85yg + 105y + 0.07x, + 0.05x5 + 0.04x

Nota sobre 0s custos fixos:

= custo fixo para o processo A = 55y, (55 u.m. se y, = 1 ou zero se y, = 0)
= custo fixo para o processo B = 85yp (85 u.m. se y, =1 zero se yg = 0)

= custo fixo para o processo C = 105y (parcela com valor 105 se y, =1 zero se y; = 0)
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Solucdo optima

M5 Programacio Linear Inteira - Mé&todo “"Branch and Bound

2] 5 - 3
Yer Dados Excel Ajustar Drdenar Problemas

Objectivo atingido

" ariavel "W alor

OPTIMO COBJECTIO ATIMGIDO =b ]

e 40000

b 1
i) 1935

Plano de trabalho 6ptimo: 5000 m? tratados pelo processo B ; 40000 m? tratados pelo processo C

Custo total minimo = 1935 u.m.
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31. Variavel de decisdo com valor minimo “k” ou nula
Considere-se um problema em que a producéo de “A” ou é, pelo menos, 50 unidades ou ndo se produz.

Formalizar matematicamente esta exigéncia considerando x, > 0 o nivel de produgéo de “A".

Solucéo
X, 2 50y,

X, <My,

Justificacéo
“M” é um valor tdo elevado quanto necessario (big “M”)

y, € uma variavel binaria que permite estabelecer os sub problemas seguintes:

y,=0 yo=1
| |
Temosx,>0ex, <0 Temos x, 250 e x, <M
Restricao activa : x, = 0 Restrigao activa : x, > 50
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32. Variaveis binarias para definir espacgos distintos para optimizacao
Sendo x; € X, 0s niveis de producéo dos bens “A” e “B” respectivamente, admita-se a necessidade de
matematizar o seguinte (ver figura):

o producdo total ndo deve exceder 30 unidades

e producdo de “A” ndo deve exceder 10 ou ser inferior a 20 unidades

e seaproducdo de “A" ndo exceder 10 a producdo de “B" ndo deve exceder 20 unidades

A
%

301
25

15

Espaco de solugdo |

10 Espaco de solugao I

0
0 5 10 15 20 25 30 X
Notar que a solucdo Optima deve pertencer a um dos seguintes espagos:

0£x1£10 e OSXZSZO ou x1+x2£30 e x1220

Solucéo
Varidveis de decisdo (ndo negativas) :

X (nivel de producéo de “A”) ; x, (nivel de producéo de “B")

Restricoes técnicas
X; <10 + My Espaco de solugéo |
X, <20 + My
X, * X, <30 + M(1-y) Espaco de solugdo I
X, =20 - M(1-y)
X, %, >0
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Justificacdo
“M" é um valor tdo elevado quanto necessario (big “M")

“y“é uma variavel binaria que permite estabelecer os sub problemas seguintes:

y=0 y=1
| 1
RestricOes activas RestricOes activas
x, <10 X, +%,<30
X, <20 X, 220
Restri¢Bes desactivadas: RestricBes desactivadas:

X X, <+ M X, <+M

X, 2-M X, <+M
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33. Variaveis binarias para definir espacgos distintos para optimizacao
Sendo x; € X, 0s niveis de producéo dos bens “A” e “B” respectivamente, admita-se a necessidade de
matematizar o seguinte (ver figura):

o producdo total ndo deve exceder 30 unidades

e se a producdo de “A” ndo exceder 10 a producdo de “B” deve ser, pelo menos, 10
unidades

Solucéo

30

25

Espaco de solugéo

20

15

10

Varidveis de decisdo ( =0)

X (nivel de producéo de “A”) ; x, (nivel de producéo de “B")

Restricdes técnicas

Xt X, <30
X, <10+ M(1-y)
X, 210 - My
X, >10 - M(1-y)

xl,xzzo
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Justificacdo

“M" é um valor tdo elevado quanto necessario (big “M")

“y“é uma variavel binria que permite estabelecer os sub problemas seguintes (ver figuras):

y=0

y=1

RestricOes activas

x1+x2£30

x1s+M
xzz-M
a0
oo
10 ]
D T
0 10 e 1

RestricOes activas

X +x2£30

RestricOes desactivadas:

X, 2-M
a0
oo
10
o T
1} 10 20
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34. Valores alternativos para segundos membros de restrigdes técnicas

Uma empresa fabrica os produtos A e B em que a mao-de-obra necessaria, por unidade produzida, é de 2 horas
para A e de 3 horas para B.

A méao-de-obra disponivel, no primeiro turno de trabalho é de 120 horas mas se houver um segundo turno o total
de horas disponiveis passara a ser de 180 horas.

Calcular o plano 6ptimo de produgéo.

Solucéo
Varidveis de decisdo ( >0)
X; (nivel de producéo de “A”) ; x, (nivel de produgao de “B”)

Restricdes técnicas

2%, + 3x, <120y, + 180y,
y.ty,=1
Xp )X, 2 0

y;.¥,=00ul

Justificacéo
Porque uma e s6 uma das variaveis binarias (y, , y,) tera valor * 1*, sdo estabelecidos os sub problemas

seguintes (ver figuras):

o
0
40 a0 |
0 | o ]
20 ] o0 | y1 =0
¥1= L
. _ _ y2 =1
10 yp=0 10
o T T T T T Ll o T T T T T T T T T
o 110 20 30 40 S0 60 o 0 20 30 40 &0 60 70 80 90
Genericamente se 0 2° membro de uma restricdo técnica pode ter " p " valores alternativos k; , ..., k;

p
programa-se este segundo membro como z K.y, e aumenta-se o problema com a restricdo de variaveis
i=1

p
binarias )"y, =1.

i=1
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35. Satisfazer "k" Restri¢fes de "m" Restrigdes ( k < m)
Uma empresa que pretende produzir dois novos bens, dispde de um modelo onde figuram as seguintes
restricdes técnicas:

® Ay X ta,X, <b

* ayX tayx<h,
* ay X tayX,<hb

Admitindo que pretende satisfazer apenas duas destas trés restrices como deve reprograma-las?

Solucéo
Restricdes técnicas

Ha “m=3" restricdes técnicas de que se pretendem satisfazer apenas “k = 2" pelo que se faz o seguinte:

e adiciona-se ao 2° membro de cada restricdo o termo " My, " ('y; binaria e "M = big M" )

e aumenta-se o problema com a restricdo de variaveis binarias

m

2Vi=m-k = y +y,+y;=3-2=1

i=1

A reprogramacéo é portanto:
ayg Xy @ X < by + My,
ay; X, + 3, X, <b, + My,
agy Xg t g Xp < b + My,
Yy Y, Ty, =1
Y11 Y0 Vs =0oul

Justificacéo
Fixar a soma das variaveis binarias em "m —k " conduz a desactivar igual nimero de restricdes técnicas.
Nesta caso, com “m - k = 3 - 2 = 1", é desactivada umas das restricbes técnicas ficando o espaco de
solucéo balizado pelas duas restantes (como se pretende).

Assim, por exemplo, para y, = 1 fica:

ap X tapXx,< M (desactivada ; redundante)
8 X ta,,X,<b, (activa)
ag X1+ gy X, < by (activa)

INVESTIGAGAO OPERACIONAL (MS - edigao de 2006) I-65



	II. Exemplos Típicos de Formulação Matemática do Modelo de PL 
	1. Utilização de Máquinas
	2.  Turnos de Produção
	3. Produção de Conjuntos de peças
	4. Optimização da Necessidade de Pessoal
	5.  Problema de Afectação
	6.  Problema de Encaminhamento
	7. Problema de Mistura
	8. Problema de Transporte
	9. Problema de Localização
	10. Problema de Produção interdependente
	11. Problema de Produção (recorrendo a Variáveis Binárias)
	12. Problema de Planeamento
	13. Produção Interdependente
	14. Restrição Particular
	15. Localização
	16. Produção de componentes
	17. Produção de componentes
	18. Publicidade
	19. Aluguer de viaturas
	20. Produção de gelado
	21. Contratação de pessoal
	22. Programar descarga de viaturas
	23. Produção integrada
	24. Problema de Embalagem (problema da "mochila")
	25. Problemas com decisões do tipo  " Se ...  < condição lógica >  ... então ...  < decisão >"
	26. Problema do caixeiro viajante (circuito de Hamilton)
	27.Problema de Cobertura do Grafo
	28.Problema de Cobertura 
	29. Problema de produção com Custos Fixos
	30. Problema de produção com Custos Fixos
	31. Variável de decisão com valor mínimo “k” ou nula
	32. Variáveis binárias para definir espaços distintos para optimização
	33. Variáveis binárias para definir espaços distintos para optimização
	34. Valores alternativos para segundos membros de restrições técnicas 
	35. Satisfazer "k" Restrições de "m" Restrições ( k < m) 



