Programacdo Linear Inteira

XIl. PROGRAMAGCAO LINEAR INTEIRA
Nos capitulos anteriores a optimizacdo de modelos de PL foi feita no pressuposto da continuidade do espaco de
solucdes. Na pratica sdo diversas as situacdes em que este pressuposto ndo é admissivel. Assim, por exemplo,
optimizar uma produgdo de mesas e cadeiras implica niveis de actividade expressos em valor inteiro pelo que, no
modelo, as restricbes logicas incluirdo a condi¢do de integralidade para as varidveis de decisdo. Noutras situagdes,
pode ser necessario restringir apenas algumas das variaveis de deciséo a observancia da condi¢do de integralidade
(programagdo mista). N&o raras vezes é necessario recorrer a variaveis binarias em que os valores admissiveis,
sendo inteiros, estéo restringidos a 0 ou 1.
Resulta assim poderem ocorrer as seguintes situagdes tipicas:
e todas as variaveis de decisdo inteiras; neste caso diz-se que o problema é de Programac&o Linear
Inteira Pura (PLIP)
o 50 parte das varidveis de decisao inteiras; neste caso diz-se que o problema é de Programacao
Linear Inteira Mista (PLIM)
e todas as variaveis de decisdo binarias; neste caso diz-se que o problema é de Programacéo Linear
Inteira Binaria (PLIB)
e parte das varidveis de decisao hinarias; caso de Programacdo Linear Inteira Binaria Mista (PLIBM)
Considere-se 0 seguinte modelo de Programacéo Linear Inteira Pura (PLIP):
Max f(X) = 2x; + 3X,

sujeitoa:  5X;  + X9 < 35
a,  + X, < 36
X1, X = O0Oelnt

Atente-se agora nos espacos de solucdo relaxando (enfraquecendo) ou ndo a condi¢do de integralidade:
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Veja-se a descontinuidade do espaco de solucdo (espago discreto) e a existéncia de um namero finito de pontos

onde hé solugéo admissivel. Sera que nesta situacao é mais facil o calculo da solucdo Gptima?

A resposta é negativa e adianta-se j& que é, em muitos casos, dificil ou impossivel obter a solugdo dptima.

Considere-se por exemplo um problema de Programagcao Linear Inteira Binaria (PLIB) com 3 variaveis.
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O nimero de solucdes é de 2° = 8 (note-se que algumas destas solugdes poderdo ser antecipadamente
abandonadas por ndo serem admissiveis), mas se passarmos a 4 varidveis o nimero de solugdes passara a ser de
2* = 16 ou seja o dobro. Por cada variavel binaria que se acrescentar, o nimero de solucdes a considerar duplica
podendo atingir-se um nimero da ordem de milhdes com muita rapidez (por exemplo para 30 variaveis binarias tém-
se 230 = 1.073.741.824 solucBes a considerar !) o que conduz a ndo ser possivel o calculo da solugdo dptima mesmo

com as actuais capacidades de computacao.
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1. PROBLEMA DE PROGRAMAGCAO INTEIRA
Considere-se 0 modelo de PLIP:
Max f(X) = x; + X,

sa. -2X; o+ 2X, 3
15
Xp. %X > Oelnt

IA

X

IA

Este problema é de programacédo linear em espaco continuo se for excluida (relaxada) a condicdo de
integralidade das variaveis de decisao.

Sera valido resolver o problema pelo método Simplex e arredondar a solugdo se ndo for inteira? A resposta é
negativa como adiante se demonstra:

Utilizando o método Simplex a solugéo optima, no espago continuo, € x; = 1.5 ; x, = 3 com Max f(X) = 4.5.
Experimentemos arredondar o valor da variavel x;:
=1 ou x=2
Nenhuma destas solucdes é admissivel!
A primeira solugdo (x, = 1; x, = 3) viola a primeira restricao: -2x; + 2x3 < 3.
Aoutra solugdo (x, = 2; x, = 3) viola a segunda restricao: x; <1.5.

De facto, como se vé na figura seguinte, s6 5 pontos do convexo de solugbes satisfazem as condi¢bes de
integralidade sendo qualquer das solugBes anteriormente obtidas, por arredondamento, exterior ao convexo de

solugBes (ndo sdo admissiveis) !
Solugbes ndo admissiveis
=

®xZ
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Conclui-se que a solugdo dptima de um problema de programacdo inteira ndo deve obter-se recorrendo
simplesmente ao arredondamento da solugdo Optima continua obtida pelo método Simplex (relaxacdo da
condicéo de integralidade).

Mas esta constatacdo ndo desmerece o interesse da solugdo continua pois que considerada conjuntamente com
novas restricdes permite reduzir gradualmente o espaco de solugdes admissiveis e conduzir ao ponto dptimo.
E claro que da reduc&o do espaco de solugdo nunca podera resultar a melhoria do valor da funcéo objectivo e,

na maior parte dos casos, tal valor seré pior.

Se as novas restricdes com que se aumenta o problema original forem restricdes de integralidade entfo se Xp,

for a solugéo dptima continua do problema e X, a solucdo Gptima inteira verifica-se
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e no caso de maximizagdo Max f ( X,y ) < Maxf( Xp )

e no caso de minimizagdo Min f( X,y ) > Minf( Xp.)
ou seja, no Optimo inteiro o valor da funcéo objectivo é sempre "igual ou pior" do que no 6ptimo continuo.
Conclua-se pois que o valor da funcdo objectivo no ponto 6ptimo do problema, relaxando a condicdo de
integralidade, representa:

¢ na Maximizacao o valor maximo que pode atingir a fungao objectivo no 6ptimo inteiro;

¢ na Minimizacao o valor minimo que pode atingir a funcédo objectivo no dptimo inteiro;
No problema proposto, a solugdo continua € x, = 1.5, x, = 3, Max f(X) = 4.5 pelo que se pode imediatamente

concluir que o valor da fungéo no éptimo inteiro ndo podera ultrapassar 4.5.

Assim, a solugéo x; = 2 ; X3 = 3 ; f(X) = 5 que foi obtida por arredondamento seria de imediato eliminada sem

necessidade sequer de testar a sua admissibilidade.
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2. ENUMERACAO COMPLETA
A geometria do modelo (figura seguinte) sugere o célculo da soluc&o 6ptima inteira recorrendo 8 ENUMERAGCAO
DOS PONTOS ADMISSIVEIS (0, 0), (1,0),(0,1),(1,1)e(1,2).
Como nestes pontos a funcéo objectivo tem os valores 0, 1, 1, 2 e 3 conclui-se que o ponto 6ptimo é:
X, =1, x,=2, Max f(X) = 3

x|
3
.,
,
.,
FiX): 10x1+ 10x2= 30
1 - [ ] '\.\
.,
u = L] L]
o 1 3 3 x1

E obvio que a adopcao deste método seria um fracasso computacional pois se, por exemplo, o problema tivesse
10 variaveis e cada uma delas tivesse 9 valores admissiveis o0 nimero de pontos a testar seria de:
910 = 3.486.784.401 !
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3. ENUMERACAO IMPLICITA
Pode suceder que uma solucdo Optima continua seja admissivel para o problema inteiro como sucede no
exemplo seguinte:

Max f(X) = 6x, + 8x,

sueitoa:  30x,  +  20x, < 300
5+ 10x, < 110
X;vX, > 0elnt

Relaxando a condicéo de inteiro e aplicando o método do Simplex obtém-se a solugéo optima:
X; = 4; %X, = 9; Max f(X) = 96

Este resultado sugere que modificando adequadamente o problema original sera possivel atingir uma situagao
em que as duas solucdes Optimas coincidam (fica claro que a dificuldade do célculo de uma solugdo inteira ndo

resulta de ineficiéncia do método Simplex antes reside na descontinuidade do espago de solugéo).

Considere-se agora o problema (PLIP):
Max f(X) = 5x; + 8x,
6

45
X, X > 0Oelnt

Sujeito a: Xy + Xy
) R 9x,

IN

IA

A solucdo Optima continua x; = 2.25 ; X, = 3.75 ; f (X) = 41.25.

Esta solucéo ndo € admissivel para 0 problema inteiro (X; € X, n&o inteiros). Como o maximo da fungdo em

espaco continuo é 41.25 entdo no Gptimo inteiro a fungéo ndo excedera este valor.
A figura seguinte visualiza o espaco de solugdes admissiveis do problema relaxado, o seu ponto 6ptimo  Xp, ,

a recta de nivel de cota 41.25 que contém este ponto e os pontos admissiveis (valor inteiro).
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No ponto dptimo do problema “relaxado”, a variavel x; tem o valor 2.25.
Para ter valor inteiro ha que pesquisar os espagos onde x, <2 e x, > 3 (valores inteiros adjacentes de 2.25)

como mostra a figura seguinte:

)
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4 4
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0 1 2 ®1 0 1 2 3 a 5 6 7 8 9 1

Esta particdo na variavel x, estabelece 2 novos problemas lineares (descendentes), cada um deles aumentado

com uma nova restricdo técnica:
Max f(X) = 5x; + 8X,

Sub problema 1 Sub problema 2
S.a. Xl + X2 < 6 S.a. Xl + X2 < 6
5+ 9, < 45 S5+ 9, < 45
Xl < 2 Xl > 3
X110 %) 2 0 X1 Xy > 0

Recorrendo ao método do Simplex tém-se as solugdes Gptimas continuas (ver figuras):
e Subprobleman®1:x; =2;x,=%/y; f(X)=41.1
e Sub probleman®2:x; =3;x,=3; f(X) =39

Sub problema n® 1 Sub problema n° 2

FX): 50x1+ 80x2= 411

\“x
3 7 . e : S0x1+ 80x2= 390
-
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A solugdo para o sub problema n®2 que € x, = 3, x, = 3 e f(X) = 39, satisfaz as condi¢Ges de integralidade sendo

portanto admissivel para o problema. Atente-se que ndo ha prova bastante de que se trate da solugdo optima ou
seja, no momento, ndo se pode eliminar a possibilidade de haver outro ponto admissivel para o problema inteiro

onde a fungdo tenha valor superior a 39 (notar que no espaco continuo o valor maximo de f(X) é 41.1).

Por esta razao, f(X) = 39 passa a constituir Limite Inferior para o valor da Fungao Objectivo do PLIP j& que ndo é
possivel gerar melhor solucdo inteira num espago onde para a solugdo continua exista f(X) < 39.
Eis a razdo porque, ao longo do processo iterativo, ndo sdo objecto de particdo muitas das solugdes continuas

do que resulta economia de tempo de calculo.

Qual o erro maximo que se cometeria ao adoptar a solugdo admissivel com f(X) = 39 como solugéo 6ptima?
Porque sabemos que, em espago continuo, o valor maximo da funcdo objectivo é f(X) = 41.25 entdo o erro

maximo, em percentagem, seria:

Erro maximo (%) = %(100%) =5.45%

Admitamos que este erro maximo € inaceitavel e continuemos o célculo da solugéo dptima.

Para o sub problema n° 1 a solugéo dptima continua, x; = 2 ; X, = %/y ; f(X) = 41.1, ndo é admissivel mas como
f(X) tem valor superior ao limite inferior 39 é necessario efectuar a particdo deste espago.

Porque x, = 35/9 ndo € admissivel no problema inteiro, efectua-se a particdo do espaco obtendo dois novos sub

problemas (descendentes). Esta particao € feita com as restricbes (particdo em x,):

Xy <3 Xo 24

Veja-se que 3 e 4 sdo os valores inteiros adjacentes de 35/9

Os dois novos sub problemas séo:
Max f(X) = 5x; + 8X,

Sub probleman® 1.1 Sub problema n® 1.2
S. a: X, 4+ X, < 6 s.ar X+ X, < 6
S+ 9, < 45 5, o+ 9, < 45
X, < 2 Xy < 2
X, < 3 X5 > 4
Xih Xy o > 0 X Xy > 0

Recorrendo ao método do Simplex tém-se as solugdes Optimas continuas (ver figuras):
e Subprobleman®1.1:x;,=2;x,=3;f(X)=34
e Sub probleman®1.2:x;, =1.8;x,=4;f(X) =41
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f(X): 50x1+ 80x2=
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A solugdo x; = 2; x, = 3 ; f(X) = 34, do sub problema 1.1, é admissivel para o problema inteiro mas € “pior” do

que a do limite inferior corrente (f(X) = 39).

A solugdo x, = 1.8 ; x, = 4 ; f(X) = 41, do sub problema 1.2, ndo & admissivel mas porque f(X) tem valor superior

ao Limite Inferior corrente (39) deve ser objecto de particdo na variavel x, =1.8 com as restri¢oes:

X1 <1 X122
0 que elimina o espaco de solugéo ndo inteira onde x,; = 1.8.
Os dois novos sub problemas sdo:
Max f(X) = 5x; + 8x,
Sub probleman®1.2.1 Sub problema n® 1.2.2

S.a: Xy + Xy < 6 S.a: Xy + X9 < 6
5%  + 9%, < 45 5 + X, < 45
Xy > 4 Xy > 4
X1 < 1 X1 > 2
WERY) > 0 Xy Xy > 0

(notar que no sub problema 1.2.1 a restri¢éo x, < 2 € redundante face a nova restri¢ao x, < 1)

(notar que no sub problema 1.2.2 as restricdes x; <2 e x; > 2 impdem x; = 2)

Recorrendo ao método do Simplex tém-se as solugdes Gptimas continuas (ver figuras):
e Subprobleman®1.2.1:x;=1;x,= "%/, ; f(X) = 40.56

e Sub problema n® 1.2.2 : ndo tem solugéo ( x; = 2 & X, > 4 viola 5x;+ 9x, < 45)

)

N

f(X): 50x1+ BOx2= 405
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Para 0 o sub problema 1.2.1 a solugéo dptima continua, que é x; = 1 ; x, = 4/ ; f(X) = 40.56, ndo é admissivel
mas como f(X) tem valor superior ao Limite Inferior corrente (39) é necessario explorar este espaco.

Porque x, = 40/9 ndo € admissivel no problema inteiro, estabelecem-se dois novos sub problemas

2

(descendentes) impondo as restricdes (particdo em X,):

X, <4

Xy 25

Notar que estas restrigdes eliminam o espago onde X, = 4%/, . Os dois novos sub problemas s&o:

Max f(X) = 5x; + 8X,

Sub probleman®1.2.1.1 Sub probleman®1.2.1.2
S. a X+ X9 < 6 S. & Xy + Xo < 6
oX; o+ 9%, < 45 oX;  + 9x, < 45
Xy > 4 Xy > 4
Xy < 4 Xo > 5
WERY) > 0 Xy Xy > 0
(x, <2 é redundante porque x; < 1; X, >4 e X, <4impdem X, = 4)
Recorrendo ao método do Simplex tém-se as solugdes Gptimas continuas (ver figuras):
e Subprobleman®1.2.1.1:x;=1;x,=4;f(X)=37
e Subprobleman®1.2.1.2:x,=0;x,=5;(X)=40
=2 ] =2
[+ [
i S50+ BO0xZ= 400
5 5
.
4 ~FXfG0x1+ 80x2= 37.0 4
3 “x\\ 3 K“x
K‘a
2 “\\x 2 \_\\
- -~
1 o -~ 1 x\x
™~ - ~
o T o T T T T T
o 1 > 3 4 & & 7 x1 o 1 2 3 4 5 & 7 x1

A solugdo do sub problema 1.2.1.1 é admissivel com f(X) = 37; ndo tem interesse pois ja dispomos de solugdo
admissivel com f(X) = 39 (Limite Inferior corrente).
A solucdo do sub problema 1.2.1.2 é admissivel com f(X) = 40 > 39 pelo que passa a ser 0 novo Limite Inferior
da fungdo objectivo.
Porque ja ndo ha mais espagos de solugdo para analisar temos a Solugio Optima:

X, =0;x,=5; Maxf(X) = 40
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)

i

X;=0; % =5;f(X)=40

50x[+ 80x2= 400

O método de célculo apresentado denomina-se "Branch and Bound" (Particdo e Avaliagdo Sucessivas) por

desenvolver sub problemas por particdo de um dado espaco de solucéo e avaliar as solucdes obtidas face a um

valor limite da func&o objectivo (inferior no caso de Maximizag&o ; superior no caso de Minimizagao) reduzindo o

esforco de enumeracdo das solucdes admissiveis.

Trata-se de um algoritmo de uso generalizado em computagdo variando a programagdo nas técnicas de

"Branch" (escolha do sub problema a tratar e dentro deste a variavel para efectuar a particao) e nas técnicas de

"Bound" (estabelecimento de limites para o valor da fun¢&o).

Na seccdo seguinte apresenta-se um resumo do método e exemplos de maximiza¢éo e minimizag&o.
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4. BRANCH AND BOUND! - Maximizag&o de um PLIP

Passo 1. Inicializacao
Calcular a solucdo dptima pelo método do Simplex relaxando a condicdo de integralidade:
e se asolugdo continua é admissivel para o PLIP, entdo é solu¢do Optima deste. Parar.

e se a solucdo continua ndo é admissivel para o PLIP, estabelecer um Limite Inferior Finito para o

valor da fungéo objectivo, igual ao valor desta num ponto admissivel para o PLIP (guess)?.

e se asolucdo continua ndo é admissivel para o PLIP e ndo é possivel estabelecer um Limite Inferior

Finito para o valor da funcéo objectivo, considera-se o Limite Inferior igual a - 0"

Passo 2. Branch (Particdo)

Seleccionar um dos sub espacos de solucdo ainda ndo explorados (na 12 iteragéo € considerado todo o espago
de solugdo do problema original relaxando a condicdo de integralidade) e em que a solu¢éo continua ndo €
admissivel; nesta solucdo seleccionar uma variavel ndo inteira que serve de "chave" para a particdo do sub

espaco em apreciacdo. Admitindo que esta varidvel tem valor ndo inteiro " o " estabelecem-se duas novas

restriches em que a variavel é respectivamente " <" e " > " aos valores inteiros adjacentes de " o "

Aumentar o problema com cada uma destas novas restricdes constituindo assim 2 novos sub problemas

(descendentes).

Passo 3. Bound (Limite)
Calcular a solu¢do Optima destes sub problemas relaxando a condicdo de integralidade. O valor da funcédo

objectivo constitui o valor maximo em cada sub espaco.

Passo 4. Fathom (Avaliacéo)

Eliminar de futura andlise toda a solucdo que se enquadre numa das seguintes situacdes:

¢ ndo admissivel em ambiente continuo (ndo pode gerar solugdes admissiveis inteiras...);
e com valor da fung&o inferior ou igual ao Limite Inferior Corrente de f(X) independentemente de ser
ou ndo admissivel (ndo poderéa gerar solugdes com melhor valor para a fungéo objectivo);
o ¢ admissivel para o PLIP e tem valor superior ao Limite Inferior Corrente de f(X). Passa a constituir
Novo Limite Inferior ;
Repetir 0 2° passo se ainda ha problemas para particao.
Repetir 0 3° passo se ainda ha solugBes para avaliar.

Fim.

1
2

Land, A.H. and A.G.Doig :" An Automatic Method of Solving Discrete Programming Problems”, Econometrica, 1960

Pode arredondar-se a solucdo continua, por defeito, ao inteiro mais proximo e testar a sua admissibilidade. Se admissivel, 0
valor da funcdo neste ponto, constitui o primeiro Limite Inferior da fung&o. Posteriormente, s6 serdo objecto de particdo as
soluces ndo admissiveis em que o valor da fungéo seja superior ao Limite Inferior Corrente.
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5. Exemplo de Maximizac&o de um PLIP
Vamos usar uma “arborescéncia” para organizar os sub problemas e decidir sobre eles.
Consideremos o seguinte problema sé com variaveis de deciséo inteiras ndo negativas:
Max f(X) = 6x; + 8x,
s.a.
30x, + 20X, < 290
5X, + 10x, < 110
X1, X =0elInt.
Relaxando a condicéo de integralidade e aplicando o método Simplex, a solug&o optima é:
X; =35, % =9.25; Max f(X) = 95

Estaremos em condicdes de estabelecer um limite inferior para o valor para f(X) do PLIP ?

Pode tentar-se arredondar por defeito a solug&o continua obtendo x, = 3 ; X, = 9 e testar a sua admissibilidade:

o na 12 restricdo tem-se 30(3) + 20(9) <290 ... satisfaz
e na 2%restricdo tem-se 5(3) + 10(9) <110 ... satisfaz
Como a solugdo satisfaz calcula-se o valor f(X) = 6(3) + 8(9) = 90 que passa a ser 0 1° Limite Inferior (considerar
esta solucdo dptima implica o erro maximo de 5.56%).
Se for moroso testar o arredondamento da solugdo considera-se o 1° limite inferior f(X) = - 0.
No caso presente vamos operar com f(X) = 90 como primeiro Limite Inferior.
A solugdo continua com f(X)= 95 > 90 deve ser objecto de parti¢ao.
Quer x; quer x, ndo satisfazem a condigdo de inteiro.
Qual das variaveis seleccionar para efectuar a particdo ?
No mesmo “n6 da arvore” ha varias op¢des de que se indicam duas:
e escolher a variavel com maior parte fraccionaria
o escolher a variavel com “melhor” coeficiente na funcéo objectivo
Na situagéo corrente, a luz da 12 opcéo escolher-se-ia a variavel x; mas a luz da 22 op¢do seria escolhida a
variavel x, o que serve bem para avaliar estas opgdes sem justificacéo suportada matematicamente!

Seja x, a varidvel escolhida arbitrariamente para particéo.

O espago onde temos 0 < x; <+oo e 0 <X, <+oo vai ser “partido” introduzindo as restri¢des de particéo:

X, <3 X, =4

Temos agora dois novos sub problemas (1 e 2 ) em que as solugbes continuas devem satisfazer:

Sub probleman®1 | Sub probleman®2
4> %) <40 0<x, <3

0<X, <+ 0< X < +oo
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Na figura seguinte apresenta-se a arborescéncia da situagéo corrente:

o]

< X, =35 1.2 Limite .Inferior (L.1.)
) 1< Xp =9.25 X1 =3:%=9;f(X)=90
0<xp<oo X)= 95 (solugdo admissivel)
Xl <3 Xl >4
| |
1
<x =3 Solugso ? 4<x <00 Solugdo ?
0<xy<o0 0<xy<o0

Célculo da Solucéo 6ptima dos sub problemas 1 e 2 \

Sub problema 2 (considerar x, = 3)

Resolver o sistema de restricoes técnicas do sub problema, em ordem a x, :

30X, +20x, <290 [30(3)+ 20X, <290 [ x, <10
5x, +10x, <110 | 5(3)+10x, <110 |x, <9.5

O valor de x, deve pertencer ao intervalo [0 , 9.5].
A variavel x, tem coeficiente positivo em f(X) pelo que o seu valor dptimo, satisfazendo as duas restrigdes,
deve ser o maior possivel : x, = 9.5.

Parax, =3 ex,=9.5 tem-se f(X) = 94.

Sub problema 1 (considerar x, = 4)

Resolver o sistema de restri¢Ges técnicas do sub problema, em ordem a x,:

30x, +20x, <290 [30(4) +20x, <290 [x, <8.5
5x, +10x, <110 5(4) +10x, <110 X, <9

O valor de x, deve pertencer ao intervalo [0, 8.5].
A variavel x, tem coeficiente positivo em f(X) pelo que o seu valor optimo, satisfazendo as duas restriges,
deve ser o maior possivel : x, = 8.5.

Parax, =4 ex, = 8.5 tem-se f(X) = 92.

INVESTIGACAO OPERACIONAL (MS - edigao de 2006) Xil-14



Programacdo Linear Inteira

Actualizacdo da Arvore das Solugdes

0
X, =35 1.9 Limite .Inferior (L.L.)
0 ’)‘(1 °° Xy =925 X1 = 3% =9 1(X) = 90
Sh=® f(X) = 95 (solucéio admissivel)
X]_ <3 Xl >4
| |
2 1
0 <3 X, = 3 4 x, =4
0<xo < XZ =95 <Xo < X2 =85
f(X) = 94 f(X) = 92

Nenhuma das solugBes é admissivel (h& variaveis com valor ndo inteiro).
Ambas tém f(X) superior ao limite inferior corrente (f(X) = 90) pelo que ha que efectuar parti¢ao.

Porgue estamos a maximizar escolhe-se o sub problema 2 para particao por ter f(X) com maior valor.

Neste sub problema a particdo € feita na variavel x, = 9.5 introduzindo as restrigdes de partigdo:

X, <9 X, =10

Actualiza-se a arvore de solugdes (para o né 2) e fica:

2

0 3 x1=3
0<% < x2=9.5
f(X) = 94
X2_9 x2210
[ [
4 3
<x1 < _ 0<x1<3 _
0<x1<3 X2_9 X1 x2—10

10<xy <0

sXp= Solug&o ? Solug&o ?

Nos sub problemas 3 e 4 (descendentes do sub problema 2) vigora o dominio de x, do “progenitor”.

(x,20ex <3)
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Célculo da Solugao optima dos sub problemas 3 e 4 (calcular em ambos o valor da variavel x, )

Sub problema 4 (considerar x, = 9 e calcular valor optimo para x, )

Resolver o sistema de restricGes técnicas em ordem a x;:

1

30x, +20x, <290 ([30x, +20(9) <290 |[x, <&
5x, +10x, <110 5x, +10(9) <110 X, <4
X, <3 X <3 X <3

<

IA

O valor de x, deve pertencer ao intervalo [0, 3].
A variavel x, tem coeficiente positivo em f(X) pelo que o seu valor optimo, satisfazendo as trés restriges,
deve ser o maior possivel : x, = 3.

Parax, =3 ex, =9 tem-se f(X) = 90.

Sub problema 3 (considerar x, = 10 e calcular valor optimo para X, )

Resolver o sistema de restricGes técnicas em ordem a x;:

30x, +20x, <290 (30x, +20(10) <290 |[x, <3
5x, +10x, <110 5%, +10(10) <110 <x, <2
X, <3 X <3 X, <3

O valor de x, deve pertencer ao intervalo [0, 2].

A variavel x, tem coeficiente positivo em f(X) pelo que o seu valor optimo, satisfazendo as trés restri¢es,
deve ser o maior possivel : x, = 2.

Para x, =2 e x, = 10 tem-se f(X) = 92.

Actualiza-se a arvore de soluges (para os nés 3 e 4) e fica:

2

X,= 3
0<% < X,= 9.5
f(X) = 94
X, < 9 X,>10
[ [
4 3
X, = 3 0 3 X, = 2
<X9 < X, =9 10< xo < X2 =10
f(X) =90 f(X) = 92

As duas solucdes sdo admissiveis mas a melhor delas é a do sub problema 3 com f(X) = 92.
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Actualizamos o Limite Inferior de f(X) para 92, ou seja, a partir deste momento s6 serdo objecto de parti¢do
solugbes ndo admissiveis com f(X) > 92.

Esta pendente o estudo do n6 1:

0<% <o X =35 1.° Limite .Inferior (L.1.)
1 X,=9.25 X1=3;%=9;(X)=90
SXys00 f(X) =95 (solucdo admissivel)
X1 < 3 X1 2 4
|
1
X X, =4
<x,< X, = 8.5
f(X) = 92

A solucdo ndo é admissivel. Tem f(X) = 92 que é o actual valor do Limite Inferior de f(X) pelo que nos seus
descendentes, se houver solu¢do admissivel, nunca havera f(X) >92. Assim sendo podemos concluir ja que a
solucéo Gptima tem f(X) = 92.

N&o podemos contudo parar porque podera haver solugdo admissivel com f(X) = 92 nos descendentes do sub
problema 1.

Neste sub problema a particdo € feita na variavel x, = 8.5 introduzindo as restrigdes de partigdo:

X, <8 X, 29

Actualiza-se a arvore de solugdes (para o né 1) e fica:

1

4<x < x1=4
<X, <o X,=85
X) = 92
X,<8 X, 29
| |
6 5
sXps Solugéo ? sXp= Solugéo ?

Nos sub problemas 5 e 6 (descendentes do sub problema 1) vigora o dominio de x; do “progenitor”:

(X, 24ex <o)
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Célculo da Solugdo optima dos sub problemas 5 e 6 (calcular em ambos o valor da variavel x, )

Sub problema 6 (considerar x, = 8 e calcular valor optimo para x, )

Resolver o sistema de restricGes técnicas em ordem a x;:

30x, +20x, <290 [30x, +20(8) <290 |[x, <%
5x, +10x, <110 5x, +10(8) <110 X, £6
X, =24 X, =4 X, =24

O valor de x, deve pertencer ao intervalo [4 13/3].

A variavel x, tem coeficiente positivo em f(X) pelo que o seu valor optimo, satisfazendo as trés restriges,

deve ser o maior possivel : x, = 3,.

- 13 - -
Parax, = ¥/,ex, =8 tem-se f(X) = 74.

Sub problema 5 (considerar x, = 9 e calcular valor optimo para X, )

Resolver o sistema de restricGes técnicas em ordem a x;:

30x, +20x, <290 [30x, +20(9) <290 ([x, <%
5x, +10x, <110 5x, +10(9) <110 X, <4
X, =4 X, =4 X, =24

IN

O sub problema ndo tem solugdo (ndo ha valor admissivel para x, ).

Actualiza-se a arvore de solugdes (para os nés 5 e 6) e fica:

4 X, =4
<xo < X, =85
f(X) = 92
X,<8 X,>9
| |
6 5
x, =9
4 17 73 4<x1=% | N5o ha solugio
0<xp<8 X,=8 <Xp< oo
f(X) = 74

No nd 6 a solucdo ndo é admissivel mas como f(X) =74 é inferior ao Limite Inferior corrente (f(X) = 92) ndo é
feita particdo.
No n6 5 ndo héa solugdo.

Todos os sub problemas estdo analisados.
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A solugdo Gptima é a obtida no no 3:

Veja-se a geometria do modelo:

006000

[— TN LR URY L - IR - - I ]
" 8 B

x1:2;x2:10;Maxf(X):92

fiX):

6xl+

Bx2= 82

01234567 89 1011121314 1516 17 18 19 2021 22 x1

Veja-se a resolu¢do com o software do autor:

2 Max
) Min

Entrada de dados

M2 dear. Decizda

Wl W Sinal T ermo |ndependente
Integralidade [clique] Tyls [t
Lim. Superior Te+10 Te+10
Lirn. Inferior 1] 1]
fi)= G a
Restrigdo 1 a0 20 (= 290
Restrigio 2 5 10 {= 110
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Processo iterativo (calculado por ramos da arvore)

M% Programacio Linear Inteira - Método "Branch and Bound™

a e . 3 +
Ver Dados Exccel Ajuskar ordenar Problemas Fraccdies
FProcesso Iterativo  Objectivo atingido
Mivel Problema M2 Origem ¢ Intervalos Y ariavel Y alor Obzervacies
0 0 Froblema relasado da cond. inteira wl iz
[#olucEn continua) w2 KTEE:!
fl] 95 Partir na variavel =1
1 1 Drerivado do problema 0 W 1742
d¢=211 <=limitado %1 4
0¢=u 2 <=llimitado f[] 92 Partir na varidvel =2
1 2 Derivado do problema 0 w e 13/ 2
Oe=214= 3 %1 K]
0<=u 2 <=llimitado {1 94 Partir na variavel =2
2 3 Derivadao do problema 2 wl 2
Oe=014¢=3 ue 10 Sol. Admizzivel
10<=u 2 <= llimitada f[] 92 Movo limite =92
2 5 Derivada do problema 1
d¢=211 <=limitado
9¢=u 2 <=llmitado Sem solugdo
2 B Derivadao do problema 1 wl 13/ 3
d¢=21 <=limitado we g
Oe=024¢=18 fi] a0
%F‘TIMD OBJECTIWO ATINGIDO %1 2
M 10
fl] 32

Uma nota final sobre o processo iterativo (construgéo da arborescéncia):
H& duas técnicas usadas na computacdo designadas por "breadth-first" e "depth-first" que significam que o
célculo € feito "por niveis" ou "por ramos".
Célculo por Niveis (utilizado neste capitulo):
Definem-se e estudam-se os sub problemas do mesmo nivel antes de efectuar particBes e passar
ao nivel seguinte. No mesmo nivel estudam-se em primeiro lugar os sub problemas
"descendentes” de problemas onde a fun¢&o tem maior valor (procurando obter um limite inferior
tdo elevado quanto possivel).
Célculo por Ramos (em profundidade):
Definida uma particdo escolhe-se um dos sub problemas para resolver; se necessaria nova
particdo escolhe-se um dos sub problemas descendentes para resolver e neste se ha particdo
volta a escolher-se um dos descendentes para resolver ; repete-se o procedimento até ndo ser
necesséria nova particd0 momento em que, no mesmo ramo, se "regressa’ ao nivel

imediatamente anterior onde ha particdo ainda ndo avaliada e se repete o procedimento.
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6. AutoTesten®l

Considere-se 0 seguinte problema de PL:
Max f(X) = -x; + 4x,
s.a.

-10x; + 20x, < 22
5x; +10x, < 40
X, <9

X1, X, =0elInt.

a. Apresente, na forma candnica, o sub problema n° 4 (ver figura).

b. Calcule a solucdo dos sub problemas n°s 3 e 4 (ver figura).

x1:2.55
1= Xy =29
sXp< fx)=7.3
xlgz x123
[ |
2 1
152 X =2 <o X, =3
_Xz_oo X2:2-1 < < X2:2.5
(X) = 6.4 fX) =7
X, < 2 x223
[ |
4 3
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7. Solucéo do auto teste n® 1

a. Sub problema n° 4 (forma canonica)
Max f(X) = -x; + 4x,
s.a.

-10x, + 20, < 22

5x; +10x, < 40

X, <95

X, <2 (1% restricdo de particao)
X, <2 (2%restricdo de particao)

X1, X, =0elnt

Sub problema 3 (considerar x, = 3 e calcular valor optimo para x, )

Resolver o sistema de restricdes técnicas em ordem a x;:

~10x, + 20X, <22 [-10x,+20(3) <22 [x, >3.8

5x, +10x, <40 5x, +10(3) < 40 X, <2
X, <5 X, <5 X, <5
X, <2 X, <2 X, <2

Na&o ha solucdo (intervalo admissivel para x, € vazio)

Sub problema 4 (considerar x, = 2 e calcular valor optimo para x, )

Resolver o sistema de restricdes técnicas em ordem a x;:

—-10x, +20x, <22 (-10x,+20(2) <22 |x, >1.8
5x, +10x, <40 5x, +10(2) <40 X, <4
X, <95 X, <5 X, <5

X <2 X, <2 X, <2

O valor de x, deve pertencer ao intervalo [ 1.8, 2]. Porque pretendemos Maximizar f(X) onde a variavel x,
tem coeficiente negativo, o valor de x, deve ser o menor possivel no intervalo indicado : x, = 1.8.

Parax, =1.8ex, =2 tem-se f(X) = 6.2.

Nota sobre a solugdo para a variavel x,

Fixaram-se 0s extremos do intervalo de valores admissiveis e a escolha do extremo para valor da variavel foi feita

analisando o impacto na funcdo objectivo. Neste caso de Maximizagdo, se x, tem coeficiente negativo em f(X),

quanto menor for o seu valor menos reduz o valor da funcéo...
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Actualizada a arvore de solugdes (para 0s nds 3 e 4):

]

X, =255
1= Xy =2.9
sX2= f(X)=7.3
X1S2 X123
[ |
2 1
X1 <2 X =2 % =3
0_X2_OO )(2:2.1 < X2—2.5
f(X) = 6.4 f(X)=7
X,< 2 X,>3
I
4
0<x <2 % :_1'8 152 N&o ha
<X, <2 X =2 <Xy < oo solugéo
(X) = 6.2
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8. Exemplo de Minimizacao de um PLIP
Se o problema envolve a Minimiza¢éo de uma funcéo, ha que estabelecer um LIMITE SUPERIOR para o valor
da funcéo. Assim qualquer problema com solugdo ndo admissivel s é objecto de particdo se apresenta valor de
f(X) inferior ao LIMITE SUPERIOR CORRENTE ( se ha solugdo admissivel com f(X) = k, a particdo em solugéo
continua com f(X) > k ndo conduzira a solugbes com f(X) <k ... ).
Consideremos o seguinte problema s com variaveis de decisao inteiras ndo negativas:

Min f(X) = 6x, + 8x,

s.a.

6x, + 7x, > 84

2x, > 10
3, > 6
Xy, X, 2 0elnt.

Relaxando a condi¢éo de integralidade e aplicando o método Simplex, a solug&o optima é:
X, =%, 5%, = 2 Max f(X) = 86

Considere-se para Limite Superior Corrente : + oo

x, = 11.667
<Xp < X, =2
f(X) = 86
xp <11 X, > 12

| |

2 1
0<x <11 % =11 12<x <o X =12

<x,<o | o= 25714 0<x9 < oo X, =2

f(X) = 86.57 f(X) = 88

O sub problema n° 1 tem solugdo admissivel com f(X) = 88 que passa a ser 0 Novo Limite Superior para “bound

(problemas com f(X) > 88 néo serdo objecto de parti¢do).
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O estudo prossegue no sub problema n° 2 efectuando a particdo na variavel x,.

0<x; <11 =1
cew | Y=25714
(X) = 86.57
Xp<2 Xp>3
I |
4 3
<1 o 0sxgc1n | FaT109
Néo ha 3< X,=3
$xys2 solugao =Xp=x® 04 = 87

O sub problema 3 com f(X) = 87 inferior ao Limite Superior corrente (88) deve ser objecto de particdo na variavel

X;.

cn | %= 108
<X, S Xy =
f(X) =87
X, <10 X > 11
| |
i
0<x; <10 % =10 ey | KU
<x,<oo | Xp= 34286 3<xp <o X, =3
f(X) = 87.43 f(X) = 90

O sub problema 5 tem solugdo admissivel, mas com valor de f(X) superior ao Limite Superior corrente (88). Ndo

tem interesse.
O sub problema n° 6 tem f(X) = 87.43 que é inferior ao Limite Superior corrente. Se da sua particao resultar uma
solucdo admissivel esta tera, na melhor das hipéteses f(X) = 88 ou seja valor igual ao ja disponivel.

Poderiamos pois dar o célculo por terminado (porque o estamos a efectuar por niveis...).
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Vamos, apesar do que foi referido, efectuar no sub problema n° 6 a particéo na variavel x,.

6
0<x7 <10 X = 10
cx,<m | ¥p= 34286
f(X) = 87.43
X2£3 X224
I |
8 7
0<xq <10 . 0<xq <10 % =933
N&o ha d<xo< x.=4
$Xp<3 solugéo sXp=o f(Xz) g3

O sub problema 7 ndo tem solugdo admissivel. Como f(X) é igual ao Limite Superior corrente ndo tem interesse
efectuar particdo pois o valor de f(X) aumentara.
A solugdo Optima € pois x, = 12 ; x, = 2 ; Minf (X) = 88.

A figura seguinte mostra o espago de solug@es e a localiza¢do do ponto dptimo.

L ] L ] L ] L} L ] L ] L ] L} L ] L ] L ] L} L ] L ] L ] L} L ]
xz | ] | ] | ] [} | ] | ] | ] [} | ] | ] | ] [} | ] | ] | ] [} | ]
20 - | | | | | | |} | | | | | | |} | | | | | | |} | | | | | | |} | |
13 - [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
18 - | | | | | | |} | | | | | | |} | | | | | | |} | | | | | | |} | |
17 - | | | | | | |} | | | | | | |} | | | | | | |} | | | | | | |} | |
16 - [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
15 - | | | | | | |} | | | | | | |} | | | | | | |} | | | | | | |} | |
14 - L ] L ] L ] L} L ] L ] L ] L} L ] L ] L ] L} L ] L ] L ] L} L ]
it - | ] | ] | ] [} | ] | ] | ] [} | ] | ] | ] [} | ] | ] | ] [} | ]
12 - | | | | | | |} | | | | | | |} | | | | | | |} | | | | | | |} | |
m - [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
10 - | | | | | | |} | | | | | | |} | | | | | | |} | | | | | | |} | |
9 - | | | | | | |} | | | | | | |} | | | | | | |} | | | | | | |} | |
& - [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
; - 3 | | |} | | | | | | |} | | | | | | |} | | | | | | |} | |
5 - L} L ] L ] L ] L} L ] L ] L ] L} L ] L ] L ] L} L ]

- L ] | ] | ] [} | ] | ] | ] [} | ] | ] | ] [} | ]
; - | | |} | | | | | | |} | | | | | | |} | |
f ] fiX): EBxl+ 8SxF= g.:r_ -
u L L L] L L L] L L L L] L L L L] L L L L] L

o 1 2 3 4 &5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 117 18 19 20 x1
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9. Programacdo Linear Inteira Binaria (PLIB) — Uso do método Branch and Bound
0 modelo tem apenas variaveis do tipo X = 0 ou 1 o que sintetiza 0 seguinte conjunto de trés restri¢des:
X, 20 (ndo negatividade)
X < 1 (limite superior)
X inteiro
Para obter a solucéo inicial apenas se ‘“relaxa” a restricdo de integralidade, ou seja, sdo consideradas as
restricdes de ndo negatividade e de limite superior.

Deste modo, na solugéo 6ptima “relaxada”, a variavel X terd valor do intervalo [0, 1].

Se, por exemplo, temos X = 2/3 e efectuarmos a sua particdo teremos dois sub problemas (descendentes) em
que um deles é aumentado com a restricao X < 0 e o outro com X = 1.

Dado que os dois sub problemas tém que satisfazer as restricdes iniciais X > Oe X < 1 é 6bvio que a particdo de
uma variavel binaria é feita sempre aumentando um dos sub problemas com a restricdo X = 0 e o outro dos sub

problemas com X = 1.
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10. Exemplo de Maximizacéo de um PLIB
Considere-se o0 problema:
Max f(X) = 8xy + 4x, + 5x,

S.a.

X+ 4%, + 3.5x; <10

Xp, %, X, =00ul

A solugdo inicial (raiz da arvore) € obtida usando o método Simplex no problema “relaxado”:

Max f(X) = 8xy + 4x, + 5x,
s.a.

X+ 4%, + 3.5x; <10

xlsl

Xy Xy, X320
A solugdo optima é: X, = 1;x,="lg 1 x5 = 1;f(X) = %%,

A solugdo ndo € admissivel e a particdo € feita na variavel x,,.

O modelo € aumentado com a restri¢do x, = 0 para um sub problema e com a restri¢do x, = 1 para o outro sub

problema:
0< < X1 = 1
sx <l X =18
Xg = 1
<x3< f(X) = 33/2
X,= 0 X,= 1
|
2
X< X, =0
X2 <
<X3 < <Xq<

Sub problema 1 comx, =1

3+ A%+ 35X, <10 = 3x + 35X, < 6

As variaveis X, € X, ndo podem ser ambas igual a 1 (1° membro seria 6.5).

INVESTIGACAO OPERACIONAL (MS - edicdo de 2006)

XI11-28



Programacdo Linear Inteira

Em f(X), a variavel x, tem coeficiente 8 enquanto a variavel x, tem coeficiente 5 pelo que x, = 1 é mais
favoravel para o valor de f(X).
Considerando pois x, = 1 temos:

3X;+ 35X, <6 = 35X, < 3 = x,< O,

A solugao do sub problema 1 é entdo 1 x, =1;x,=1;x,= &, f(X) =114/,

7

Sub problema 2 com x, = 0

X+ 4%, + 39X, <10 = 3x; + 3.5x; < 10
As variaveis X, e X, podem ser ambas igual a 1 (1° membro seria 6.5).

A solugdo do sub problema 2 € entdo : x, =1;x,=0;x,=1;f(X)=13

1 X1 = 1
Xy = 718
Xg = 1
SA3> f(X) = 33/2
X, = 0 Xy~ 1
I |
2 1
0 Xq = 1 1 X = 1
- X,=0 Xo = 1
0< 2 1 _
= Xg = 1 X3 = 6/7
SA3S f(X) =13 SA3> f(X) = 114/7

A solucdo n° 2 é admissivel pelo que f(X) = 13 é, agora, Limite Inferior.
A solucdo n° 1 ndo é admissivel mas como f(X) = 114/7 é superior ao limite inferior corrente vai ser objecto de

particéo na variavel x,;

x1=1
x2:1
x3=6/7
<x3< f(X) = 114/7
x3=0 x3=1
| |
4 3
x2=1 x2:1
x3=0 x3=1
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Sub problema 3 comx, =1 (e X, = 1)

3+ 4xy + 35X, <10 = 3x, < 25 = X, <

A solugao do sub problema 3 é entdo : x, = %/ ; X, = 1; %, = 1;f(X) =47/,

Sub problema 4 com x, =0 (e X, = 1)

3y + A%+ 3.5x; <10 = 3x; < 6 = x; < 2 (implica x; = 1 porque € variavel binaria)

A solugdo do sub problema 4 € entdo : x, =1;x,=1;x,=0;f(X) =12

1 x1:1
x2=l
1
x3:6/7
<X < f(X) = 11417
x3=0 x3—1
I |
4 3
X, =1 X, =5/6
1 1 x1 <1 a
X0 =1 Xo=1
1 ? Xp<1 2
x3=0 x3-1
SX3= f(X) =12 SX3s f(X) = 47/3

A solugdo n° 4 é admissivel com f(X) = 12 (ndo interessa pois f(X) é inferior ao Limite Inferior corrente)

A solucdo n° 3 ndo é admissivel mas como f(X) = 47/3 é superior ao Limite Inferior corrente vai ser objecto de

particdo na variavel x, obtendo-se as solugdes:

1 x1:5/6
x2=1
1
x3:1
<x3< f(X) = 47/3
x1=0 x1:1
[ |
6 5
*170 1<x1<1
Xy =1 == N&o h& solucdo
1 <xXo<1
X3—
<Xg< f(X)=9 <Xq <

Sub problema 5 com x, = 1:

Face ao dominio corrente das variaveis (todas com valor 1) a restrigdo 3x, + 4x, + 3.5x, <10 é violada.
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Sub problema 6 com x, = 0:

Face ao dominio corrente das variaveis a solucdo admissivel é X, =0;%=1;x=1;fX)=9.

N&o havendo mais sub problemas para analisar a solu¢do Gptima € a solugéo n° 2 que esta associada ao Limite
Inferior corrente:
X, =1;%,=0;%;=1; Maxf(X) =13
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11. Programacdo Linear Inteira Mista (PLIM) — Uso do método Branch and Bound

Para resolver problemas com variaveis continuas e inteiras ( e também binarias) utiliza-se 0 método B&B tal

como vem sendo apresentado (tenha-se em consideracao que a variavel continua nunca é objecto de particao).

12. Exemplo de Maximizagdo de um PLIM

Considere-se o problema:

Max f(X) = 8xy + 4x, + 5x,
s.a.

X+ 4%, + 3.5x; <20
X, <10

X;=0oul

X2 0

X3=0e Int.

A solucdo inicial (raiz da arvore) é obtida usando o método Simplex no problema:

Max f(X) = 8x, + 4x, + 5X,
s.a.

X+ 4%, + 3.5, <20

xl,xz,x320

A solugdo optima é: X, = 1;x,=0; X, = 3/, ; f(X) = %29/,

A solugdo ndo € admissivel e a particdo € feita na variavel inteira x,.

O modelo € aumentado com a restricdo x, < 4 para um sub problema e com a restri¢éo x, > 5 para 0 outro sub

problema:

X, =1
<1 1_0
Xo =
x3=34/7
<Xx3< f(X) =226/ 7
x3§4 X325
|
1
0 <1
X3:4 0 <o X
5<xa<
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Sub problema 2 com x, = 4

I+ A+ 35X, <20 = 3+ 4x, < 6
Notando que x, € uma variavel continua vemos que a variavel binaria x, pode ter valor 1 pelo que fica:

3+ 4X, <6 = 4x, <3 =X <,

A solugdo do sub problema 1 € entdo : x, = 1;x, = 3/4 F X =4 f(X) =31

Sub problema 2 com x, =5

X+ AXy t 35Xy <20 = 3xy + 44X, < 2.5
Notando que x, & uma variavel continua vemos que a variavel binaria x, pode ter valor maximo:
3, < 25 = x <7

6

A solugao do sub problema 2 é entdo : x, = */; x,= 0; X, = 5; f(X) = %/,

0
X, =1
0<x;<1 L
x2—0
0
= x3=34/7
0<x3< f(X) =226/ 7
x3§4 X325
| |
2 1
1 xlzl 1 x1=5/6
- x2=3/4 - X2=0
0 0 _ 0 _
x3—4 x3-5
<x3<4 f(X) = 31 <x3< f(X) = 95/3

A solugdo n° 2 é admissivel pelo que f(X) = 31 &, agora, Limite Inferior.

A solugéo n° 1 ndo é admissivel mas como f(X) = 95/3 é superior ao Limite Inferior corrente vai ser objecto de

particdo na variavel binaria x, (notar que a particdo so é efectuada em variaveis inteiras):

x1:5/6
x2=0
x3=5
<X3<® f(X) = 95/3
xl—O xlzl
1=<0 <1
<o X]_:O 0 <o X, =1
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I+ A+ 39X, < 20 = 4x, + 3.9, < 17

Sub problema 3 com x, =1

O limite inferior de x, € 5 0 que torna impossivel satisfazer esta restricdo. Este sub problema ndo tem

solugdo.

X+ Ayt 3.9X; <20 = 4x, + 3.5, < 20

Sub problema 4 com x, =0

Notando que x, € uma variavel continua a variavel inteira x, pode ter valor maximo:

35%,< 20 = X, < %/, (admissivel porque é maior do que o limite inferior 5)

A solugao do sub problema 4 é entdo : x, = 0; x, = 0; X, = 0/ ; f(X) = %/,

N&o hé solugédo

1 x1:5/6
= =0
X2—
x3=5
<X3=< f(X) = 95/3
x,=0
I |
0 x1:0 <1
- x2=0
S Xy =407 S®
<X3< f(X) = 200/ 7 S

A solucdo do sub problema n° 4 ndo é admissivel mas como f(X) = 200/7 é inferior ao Limite Inferior corrente nao

é objecto de particao.

N&o h& mais sub problemas para analisar.

A solucdo Gptima esta associada ao Limite Inferior corrente (solugéo n° 2):

X, =15%,=3, ;%= 4; Max f(X) = 31
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