Programacao Linear — P6s Optimizacao

XI.  POS-OPTIMIZACAO

O recurso a modelos de PL, para quantificar informacdo necessaria ao processo de decisdo, é hoje de uso
generalizado mas carece de ponderacgao que evite a "tentacdo" de considerar tal informacdo como definitiva.
Qualquer modelo matematico encerra sempre simplificacdes e imprecisées e mesmo quando "ajustado” a situacdo
real que busca representar, hd que ter em conta que esta ndo sendo estatica obriga a revisdo e adaptacdo do
modelo com maior ou menor frequéncia.

A construgdo do modelo recorre a parametros (coeficientes técnicos, disponibilidade de recursos e coeficientes da
funcdo objectivo) cuja exactiddo ndo é facil garantir apesar do progresso alcancado em métodos quantitativos. Por
outro lado, as previsbes que constituem pressupostos na construcdo do modelo mais ou menos rapidamente
carecem de revisao.

Resulta assim que a dindmica dos processos reais obriga a considerar a solugao dptima de um modelo de PL como
o fulcro onde deve assentar a andlise de modalidades de accéo ( modos diferentes de cumprir uma missdo) para
delas retirar as potencialidades e vulnerabilidades associadas. Para tal fixam-se "cenarios" no ambiente dos quais se
estuda o comportamento do modelo e em particular da solucdo Gptima disponivel. Este "jogo", porque permite obter
uma visdo alargada do problema, "facilita" a decisdo, permite decidir de forma consistente e fornece ao decisor
flexibilidade (capacidade de rapidamente adaptar os meios a situacGes inesperadas) porque dispbe de
conhecimento.

O estudo das consequéncias na solu¢do optima de alteracdes discretas nos pardmetros do modelo ( coeficientes
técnicos, segundos membros, coeficientes da funcdo objectivo, introducdo de novas restriches ou variaveis

decisionais ) denomina-se Pés-Optimizacao.

Sem perda de generalizagdo, neste capitulo, considera-se para estudo o seguinte modelo de PL :
Max f(X; , Xy, ..., X;) =€ Xp +Cy Xy .o + € X,
s.a. Ay XpFagp Xt tag, X, <by
Ay Xy Ay Xo o F 8y X, S by

Xg,Xg, e, X320

ou na forma matricial
Max f(X) = CX
s.a.
AX £ B
B>0

X220
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Considere-se o seguinte modelo de PL (producdo de “A” e “B” em quantidades x, e x,, respectivamente ):

Max f(X) = 6x; + 8x,

(fung&o de lucro)

suieitoa: 30, +  20x, < 300 (metros de madeira)
5%y +  10x, < 110 (horas de trabalho)
O quadro 6ptimo é o seguinte:
VB X1 X, F F, VSM
X1 1 0 Y20 o 4
X 0 1 Yo 32 9
f(X) 0 0 U 3, 26

Um dos aspectos essenciais na programacao linear é saber "como" se altera esta solucdo Gptima se sujeitarmos o

modelo a alteragbes (isoladamente consideradas) do tipo seguinte:

considerar a disponibilidade de m&o de obra aumentada para 160 horas;

considerar o coeficiente de lucro unitério de A igual a 3 u.m.;

considerar que melhorando a produtividade se reduz para 7 horas o tempo necessario a producéo
de uma unidade de B;

considerar a produgdo adicional do bem C com consumos de 40 metros de madeira e 12 horas de
trabalho , por unidade, com lucro de 12 u.m. ;

considerar a producdo de B no minimo igual a 5 vezes o namero de unidade produzidas de A;

Estas alteracOes discretas de parametros do modelo de PL e as suas consequéncias resumem-se no quadro

seguinte:
Modificag&o no problema Primal Consequéncias Possiveis
1. | Segundos membros (recursos) Afectar a Admissiblidade do Primal
2. | Coeficientes da F. objectivo Afectar a Regra de Paragem do Primal
3. | Coeficientes técnicos Afectar a Admissiblidade / Regra de Paragem do Primal
4. | Novas Variaveis de Decisdo Afectar a Admissiblidade / Regra de Paragem do Primal
5. | Novas Restrigbes técnicas Afectar a Admissiblidade / Regra de Paragem do Primal

Poder-se-ia actuar directa e casuisticamente aplicando o método do Simplex ao modelo alterado mas tal

conduziria ao aumento significativo do tempo necessario a obtengdo de conclusdes nomeadamente se 0 modelo

envolve nimero apreciavel de variaveis e restricdes. Por isso, na préatica, recorre-se a versdao matricial do

método Simplex (ver capitulo VI), as relagdes Primal-Dual (ver capitulo VII) e ao método Dual-Simplex (ver

capitulo VIII).

Vejamos seguidamente como actuar em cada uma das situagdes tipificadas.
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1. Alteracdo discreta dos segundos membros das restricGes

Atendendo a que a versao matricial do quadro Simplex é:

VB X, X7 VSM
Base ALA Al AlB
f(X) Cm Ar;lA - Ca Cm Argl Cm A;lB

A alteragdo discreta de um ou mais dos segundos membros das restrigdes técnicas (matriz "B")

altera os produtos matriciais A.'B e C,A,'B pelo que a nova solugdo pode ndo ser admissivel.

a. Pés Optimizacdo : Disponibilidade de madeira aumentada para 420 metros

A alterado da matriz de recursos "B", obriga a actualizar as matrizes A,'B e C, A 'B no quadro-

optimo corrente:

e novamatriz g = {420}

110
1 -1
. x 50 10 || 420 10
e nova matriz (solucdo) A'g=| 20 10 =
AB=1Z1 5 0|7 6
40 20

e novo valor da fungo f(X) = C, A-*B =108 u.m.

Novo quadro Simplex:

VB X1 Xo X3 Xy VSM
X1 0 tag o 10
X 0 i *ho 6

X) 0 0 Uy, 3, 108

A solucéo é admissivel pelo que a estrutura da base optima néo sofre alteragao (x; e x, mantém-se VB).

H& novo programa de producdo: 10 unidades de A; 6 unidades de B; lucro maximo de 108 u.m. (ver figura).

fiX): Bx1+ B8x2= 96

(= U R -

01234567 8 9 101112

012 3 456 7 8 3 101112

=1
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b. Pés Optimizacédo : Disponibilidade de Horas de trabalho aumentada para 160 horas

, 300
e novamatriz B =
160

1 -1
50 10 |[300] |51
e novamatriz (solugio) A'B =|20 10 =33
(solugdo) A, 13 ||1e0) 7|
40 20
e novo valor da fungdo f(X)= C  A.'B =126 u.m.
Novo quadro Simplex:
VB Xy Xy F F, VSM
X1 1 0 Y2 Mg -1
X 0 1 Mo 32 3,
X) 0 0 Uy, 3, 126

A solucéo do Primal ndo é admissivel (SBNAP). A solucdo Dual é admissivel (SBAD).

Aplicando o método Dual-Simplex (sai X, ; entra F, ) obtém-se a solugéo Optima com base diferente:

VB X1 X, F F, VSM
F, -10 0 4, 1 10
X 3, 1 a0 0 15
f(X) 6 0 2l 0 120

0= oW RTE

F(X):

Ex1+ 8x2= 036

=1

O = NWaEOON

o012 3456 7 8 9 101112 =1

0123 45 6 7 8 9 101112

A modificag&o do 2° membro da restricdo de mdo de obra alterou o convexo de solugdes.
O ponto dptimo passou a ter as coordenadas (0,15) . Atendendo a que este ponto ndo pertence a recta

5x; + 10 x, =160 esta restricdo ndo esta saturada pelo que F, = 10 horas.
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2. Alteracdo discreta dos coeficientes da funcéo-objectivo

Atendendo a que a versao matricial do quadro Simplex é:

VB X, X7 VSM
Base ALA Al AlB
f(X) Cm Ar;lA - Ca Cm Argl Cm A;lB

A alteragdo discreta de um ou mais coeficientes da funcdo objectivo (matriz "C_") altera o produto
matricial C,A,'A—C, . Se a alteragéo é feita em coeficiente(s) de Varidveis bésicas é também

alterado o produto matricial C_A* —C..

Quer num caso quer noutro a regra de paragem pode ser violada e a solucéo deixa de ser dptima.

a. Pds Optimizacdo : Lucro unitario da venda do produto “A” alterado de 6 u.m. para 5 u.m.

A alteracéo do coeficiente de x, na funcéo objectivo modifica a matriz "C_ ".

Dado que x; é VB no Optimo, também se altera a matriz C,, , pelo que é necessério actualizar no quadro

dptimo corrente as matrizes associadas.

e novamatiz C, =[c, c,|=[5 8]
e novamatiz C, =[c, c¢,]=[5 8] (notar que x, é VB no dptimo corrente)

o novamatiz C, A*A—-C, =[0 0]que nio sofre alteragéo

e novamatiz C, A} = 1 7
20 10
e novo valor da fungio f(X) = C, A,'B =92 u.m.

Novo quadro Simplex:

VB Xy Xy F F, VSM
X 1 0 Ha o 4
X 0 1 Mg 32 9

f(X) 0 0 Y2 "l 92

A modificacdo introduzida ndo alterou a solugdo optima corrente do problema Primal (excepto o novo valor
maximo da funcao).
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x2 =2
17 17
16 16

fiX): Gx1+ 8x2= 9% 10 ] fX): Sx1+ 8x2= 92

a 9
8 8
7 7
& 6
5 5
a4 4
3 3
2 2
1 1
u |||||||||||| D L L L L L L L L L L)
01234567839 101112 x1 0123456789 101112 x1

Notar que o espaco de solugdes se manteve. A rotagdo do gradiente de f(X) (no sentido contrario do
movimento dos ponteiros do relégio) ndo foi suficiente para alterar a posi¢ao do ponto dptimo.

b. Po6s Optimizagdo : Lucro unitario da venda do produto “A” alterado de 6 u.m. para 3 u.m.

A alteracdo do coeficiente de x; na fungéo objectivo modifica a matriz"C, " .

Dado que x, é VB no 6ptimo, também se altera a matriz C,, , pelo que é necessario actualizar no quadro

Optimo corrente as matrizes associadas a estas.

e novamatiz C, =[c, ¢,|=[3 8]

]
]

e novamatiz C, =[c, c¢,]=[3 8] (notarque x, & VB no 6ptimo corrente)

e novamatriz C,A,"A-C, =[0 0] que nao sofre alterac&o

e novamatiz C_A "' = 19
20 10

novo valor da fungéo f (X) = C, A 'B =84 um.

Novo quadro Simplex:

VB Xy Xy F F, VSM
% 1 0 a0 o 4
X 0 1 Mg 32 9

(X) 0 0 o %10 84

Esta solugdo é admissivel mas ndo satisfaz a regra de paragem (é uma solucéo basica nao admissivel do
Dual).

Aplicando o método Primal-Simplex (entra F, ; sai x; ) obtém-se a solugdo optima com base diferente:

VB Xy Xy F F, VSM
F, 20 0 i 2 80
X i 1 0 Y19 11
X) 1 0 0 4, 83
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Ha novo plano de produg&o: 15 unidades de B; lucro maximo de 88 u.m. (ver figura).

2 x2 ]
17 17
16 16

15
14
13

fiX): Gx1+ 8x2= 96 LU

3 a

8 8

7 7

6 [

5 5

4 4

2 <]

z 2

1 1

D | D R I D I I I . D I u T r o rrroTroTTrrorirTiorTn
01232456789 101112 x1 0123456789 101112 x1

Notar que o espaco de solugdes se manteve. A rotagdo do gradiente de f(X) (no sentido contrario do

movimento dos ponteiros do reldgio) foi suficiente para alterar a posi¢éo do ponto 6ptimo.
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3. Alteracdo discreta de coeficientes técnicos das Variaveis de decisdo

A alteracdo discreta de um ou mais dos coeficientes técnicos das varidveis de decisdo (matriz

tecnoldgica "A") modifica os produtos matriciais A *A e C_A'A-C.,.

Se a alteragdo € feita em coeficiente(s) de Variaveis basicas, altera-se ainda A € o produto matricial
C.A'-C,.

Destas alteragdes pode resultar a violacéo da regra de paragem e/ou da admissibilidade da solu¢éo

situacdes em que é necessario reoptimizar.

a. Pds Optimizacdo : Alterar o consumo de horas por unidade de “B” de 10 h para 7 h

A alteragao do coeficiente de x, na 22 restricdo modifica a matriz tecnoldgica "A".
Dado que x, € VB no Optimo, também se altera a matriz A, pelo que é necessario actualizar no quadro

Optimo corrente todos os produtos matriciais associados a "A"e " A ".

. {30 20}
e novamatriz A=
;
30 20 £ -2z
e novamatriz A, :{ } = A :{ e 311}
5 7 —% i

10
e nova matriz ArglA: 0 J (ndo se altera)

_10
e novamatriz A'B = mﬂ

11

o novamatriz C, A-*A—C, =[0 0] (ndo se altera)
[ £l

e novo valor dafungéo f (X) = C,, A,'B =28 ym,

e novamatriz C_ A

Novo quadro Simplex:

VB X Xy F F, VSM
Xy 1 0 1o 2y 107,
X) 0 1 1 311 1807,
f(X) 0 0 Yse 2 13807,

A solugdo ndo € admissivel (x, < 0) mas satisfaz a regra de paragem (SBNAP e SBAD).
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Aplicando 0 método Dual-Simplex (sai x, ; entra F, ) obtém-se a solugdo optima com base diferente:

VB Xy Xy F F, VSM
F) 1, 0 Ty 1 5
X 3, 1 Y2 0 15

f(X) 6 0 2l 0 120

8x2= 120

Ex1+

fiX): 6x1+ 8x2= 9B 10

: 3

2 8

! 7

. 6

: 5

3 s

2

: H

u T T T T T T T T T T T T x1 D - - - - - - - - - . T T

o123 45 6 7 8 3 101112 =1

012345678393 101112

Notar a alteracdo do espago de solugdes e a localizacdo do novo ponto Gptimo.
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4.

Introducéo de novas varidveis de Decisédo

A introdugdo de novas Variaveis de decisdo modifica as matrizes “A” e “C," com impacto nos

produtos matriciais A,'A e C A'A-C,.

A regra de paragem pode ser violada e a solucdo deixa de ser dptima.

A cada uma das novas Varidveis de Decisdo esta associada uma nova restri¢do técnica do problema

Dual.

e Se asolucdo corrente do Dual satisfizer estas novas restrices conclui-se que sao
redundantes (ndo ha alteracdo do plano 6ptimo corrente)

¢ Se a solucdo corrente do Dual ndo satisfizer estas novas restricdes ha que alterar

0 quadro Simplex corrente e reoptimizar aplicando 0 método Primal-Simplex

a. P0Os Optimizacdo : Considerar a produgdo de novo bem “C”

A producéo unitaria de “C" necessita de 40 metros de madeira e 12 horas de trabalho sendo vendida com
lucro de 12 u.m.

0 modelo original é modificado para:

Max f(X) = 6x, + 8x, + 12x5

sueitoa:  30x;  +  20x, 4+ 40x4 < 300
5 +  10x, 4+ 12x4 < 110
X1 X0, X3 2> 0

3

Na solucéo 6ptima corrente os valores optimos das varidveis Duais sd0 Y, =+5;Y, =+ .

Teste da nova restricdo do problema Dual:

40y, +12y,>12 = 40(55) +12(%) =12 Falso. N&o satisfeita. Necessario reoptimizar.

Podemos calcular de imediato o valor da anti economia associada a producéo de “C” recorrendo a restri¢do
Dual na forma-padrao:
O valor de y; =—4 pertence & nova matriz C,,A;'A-C, = [0 0 —g] onde se conclui que a regra

de paragem ndo € observada.

Para reorganizar o quadro Simplex corrente calcula-se matricialmente o vector da nova variavel x, :

1 _17[407 [%

e Novo vector: A'P, :[ ® 310}[ } = [5}
— = 12 4
40 20 5
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Novo quadro Simplex:

VB X1 Xy X3 F F, VSM
X 0 45 Yno o 4
Xy 0 1 45 o 30 9

f(X) 0 0 s Yo 3 96

Esta solucdo é admissivel mas ndo satisfaz a regra de paragem (é uma solucéo basica ndo admissivel do

Dual).
Aplicando o método Primal-Simplex (entra x, ; sai x; ) obtém-se a solugéo Optima com base diferente:
VB X, X, X3 X4 Xs VSM
X3 y 0 the g 5
X 1 1 0 Sl Y, S
f(X) 1 0 0 30 Y, 100

Alterou-se 0 espaco de solucdes (é agora tridimensional) e a localiza¢do do novo ponto 6ptimo.

Ha novo plano de producdo: 5 unidades de B; 5 unidades de C ; lucro méaximo de 100 u.m.
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5. Introducéo de novas Restrigdes Técnicas

A introducdo de novas RestricOes técnicas altera as matrizes “A” e “B” com impacto nos produtos

matriciais A'A , A,'BeC,A'A-C,.

e Se a solucdo corrente satisfizer as novas restricdes técnicas conclui-se que estas
sdo redundantes (ndo héa alteracéo do plano 6ptimo corrente)
e Se asolucdo corrente ndo satisfizer as novas restricdes técnicas ha que recalcular

0 quadro Simplex corrente e reoptimizar aplicando 0 ou 0s métodos Primal-

Simplex e Dual-Simplex-

A alteragdo do quadro Gptimo corrente vai ser executada directamente para evitar o calculo moroso

dos novos produtos matriciais.

a. Exemplo da introducédo de Nova Restricdo Técnica
Considerar o modelo de PL (j& apresentado):

Max f(X) = 6x; + 8%,  (funcéo de lucro)

sujeitoa: 30,  +  20x, < 300 (metros de madeira)
X o+ 10x < 110 (horas de trabalho)
X, X > 0
O quadro 6ptimo € o seguinte:
VB X; Xy F F, VSM
X1 1 0 o o 4
X 0 1 Mg 3 9
f(X) 0 0 U 3 96

"Admitir que a producdo de B deve ser, pelo menos, 5 vezes superior a producao de A".

0 modelo original é modificado para:
Max f(X) = 6x; + 8x,

sujeitoa:  30x, +  20x, < 300
5, + 10x, < 110
5%, - Xy < 0 (nova restrigéo)
XX 2> 0
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Teste da nova restricdo do problema Primal com os valores Optimos correntes de X, € X,:
5%, -X, < 0 = 5(4)-9 < 0. Ndo satisfeita. Necessario reoptimizar.

Podemos calcular de imediato o valor da folga na equagéo desta restri¢do:
5% -X, + F;=0 = 5(4)-9 +F,=0 = F,=-11(ndo admissivel)

Sabemos ja que a solucdo corrente deixa de ser admissivel e serd necessario reoptimizar.

Comecemos por examinar o quadro Simplex corrente aumentado com a equacdo padrdo da nova restri¢do:

VB Xy X F, F, F, | vsMm Obs.

X 1 0 Ypo i 0 4

X2 0 > 1 Mo 320 0

Fs 5 -1> 0 0 1 0 (nova restricao)
f(X) 0 0 U 3 0 96

Verificamos que a matriz da base ndo é uma matriz Identidade sendo necessario transformar
linearmente a nova equagéo.

Para tal é necessario:

e multiplicar por (-5) a 12 equacéo

. VSM
-5(l2equago) | 5 0 Sy Sy 0 20

o multiplicar por (1) a 22 equacéo

| Xg X Fy Fy F3  VSM
+ 1(22equacio) | 0 1 R 30 0 9

e somar 0s produtos anteriores a 32 equagao

| Xq X Fy Fy F3  VSM
+ 3lequagdo | 5 -1 0 0 1 0
Soma 1
/ 13 1 -11
(32 equacao p/ quadro) 0 0 0 @

(Notar o valor “-11" para a VB F, tal como foi antecipado)
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Esta transformacdo linear pode ser feita no proprio quadro Simplex para prosseguir de imediato com a

reoptimizacao que o teste prévio mostrou ser necessaria.

W8 | % % F F, F |vVsM Obs.

X, 1 0 Uy Uy 0 4

) 0\ 1 \ Yo o 0

3 5/ 1 7 0 0 I 0 (a transformar linearmente)

Fs 0 0 W By 1 -11 (transformada linearmente)
SBNAP; SBAD ; Dual-Simplex

fx) | 0 0 thy 50 | 9% (sai Fy;entraF, )

Fy 0 0 1 %y My | 40

X1 1 0 0 Yss Uy 2

Xo 0 1 0 oo i 10

fxX) | 0 0 0 g My | 92 Novo Optimo

Ha& novo plano de produc&o: 2 unidades de A ; 10 unidades de B; lucro maximo de 92 u.m. (ver figura).

f(X): Ex1+ 8x2= 96

Q=N WERE OO~

0123 45 6 7 8 3 101112 x1

Do W okth @~ @

Gx1+ 8x2= 5952

01234567839 101112

Notar a alteracdo do espaco de solucdes e a localizagao do novo ponto Gptimo.

=1
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