Grafos — NUmero cromatico
. Colorir os Vértices de um Grafo

a. Numero cromatico do grafo

Considere-se que um aluno necessita frequentar as cadeiras A, B e C.

Quantos momentos diferentes necessitam ser reservados no horério para que o aluno possa estar presente as
aulas das referidas cadeiras ?

Dada a simplicidade da questdo é facil concluir serem necessarios 3 momentos distintos.

A mesma conclusdo pode obter-se recorrendo a um grafo ndo orientado em que os vértices representam as

cadeiras e as arestas conectam cadeiras que ndo podem ter lugar em simultaneo:

Organizado o grafo, o objectivo € minimizar o nimero de cores necessarias para colorir todos os vértices de

forma a que, vértices adjacentes, ndo tenham a mesma cor *.

A C

Considere-se a relagdo dos exames requeridos, na mesma época, pelos alunos de uma escola:

Namero do Cadeiras requeridas
aluno

1 A,B
AD
D,E,F
B,C
AC
B,E
CF
E.G

(N[O WN

Admitindo que o aluno sé pode executar, no maximo, 1 exame por dia, qual é o menor nimero de dias
necessario para executar todos os exames ?

O grafo com a coloracdo dptima dos vértices € o seguinte:

! Denomina-se “niimero cromatico do grafo” .
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O ndmero cromatico é 3. Sdo necessarios, no minimo, 3 dias para realizar os subconjuntos de exames {A, E},
{C,D}e{B,F, G}).

Ha varios métodos para calcular o nimero cromatico de um grafo. O método a seguir apresentado baseia-se no
nivel de saturacdo e grau de cada vértice. A primeira cor é atribuida ao vértice de maior grau e a analise de
cada um dos Vértices restantes é efectuada por ordem decrescente do respectivo grau de saturacéo’.

Veja-se a aplicacdo do método ao grafo anterior em que a matriz de adjacéncias é a seguinte:

Vértice | Veért. adjacentes | Grau
A B,C,D 3
B ACE 3
C A B,F 3
D AEF 3
E B,D,F,G 4
F C,D,E 3
G E 1

1° Passo: Ordenar os vértices por ordem decrescente de grau

(ElalBfc|D|F|G]

2° Passo: Atribuir cor ao 1° vértice : exame “E” com cor 1

3° Passo: Ordenar os vértices ndo coloridos por ordem decrescente do grau de saturacdo. Os vértices B, D , F e
G tém grau de saturagdo 1 pois sdo adjacentes de “E” que ja tem cor. Como 0s trés primeiros sdo do
mesmo grau a sua ordenacdo é arbitraria ficando “G” ap0s eles. Os restantes vértices tém grau de

saturacao nulo ficando ordenados de forma arbitraria:

Vector ordenado: ‘ B ‘ D | F | G ‘ A‘ C ‘

4° Passo : Atribuir cor a “B” (1° veértice do vector ordenado): é adjacente de “E” com cor 1, pelo que recebe
cor 2

A partir de agora repetem-se 0s passos 3 e 4 até ter colorido todos os vértices.

| Vector ordenado \ \ Cor atribuida \
| A | C ‘ D ‘ F ‘ G ‘ ‘Colorir“A" com cor 1 (adjacente da cor 2)
| C | D ‘ F ‘ G ‘ ‘Colorir“C” com cor 3 (adjacente das cores 1 e 2)

‘ Colorir “D” com cor 3 (adjacente das cores 1 e 2)

°

|
|
\ Colorir “F” com cor 2 (adjacente das cores 1 e 3) \
|
|

o] o[

‘ Colorir “G” com cor 2 (adjacente da cor 1)

O namero cromatico é 3. Os exames necessitam de 3 dias assim distribuidos (por exemplo):

1° dia 2° dia 3°dia
“A”e“E” | “B”,“F"e“G” | “C’e“D”

X-2

! ntimero de cores distintas nos vértices adjacentes
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2. Auto Teste

Grafos — NUmero cromatico

a. Considere-se a relacao dos exames requeridos, na mesma época, pelos alunos de uma escola;

Ndmero do aluno

Cadeiras requeridas

AE

C,E

B, E F

D,H

C,G

B, E F

B, I

E,J

OO NOO|O|RWIN|F

CF

[y
o

A C E

Admitindo que o aluno s6 pode executar 1 exame por dia, no maximo, qual é o menor nimero de dias

necessario para executar todos os exames ?

b. Calcule o nimero cromético de um grafo cuja matriz booleana é a seguinte:

Z I rXe—IOmTMmMmOTOO WP

o

A B CDEFGH I J KL MNDO
1)1 1 1
1
1 1
111
1 1)1 1
1 1
1 1
1 1 1
1 1
1 1 1
1(1]1
111
1(1]1 1

¢. Considere o registo de 68 pedidos de exames.

Determine o nimero minimo de dias (teis para realizar os exames (0 aluno nao pode ser examinado mais do

gue uma vez por dia) e 0s subconjuntos daqueles que podem ter lugar no mesmo dia.

Nota: elabore a matriz para calcular o nimero cromatico ou automatize esta tarefa (Excel por exemplo).

Nimero do aluno | Cédigo da disciplina Numero do aluno | Cédigo da disciplina
5 110 133 311
5 111 182 216
5 321 182 217
8 113 203 121
8 121 203 212
22 111 203 217
22 112 204 125
34 113 204 213
34 122 204 221
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X-4

Ndmero do aluno

Cédigo da disciplina

NuUmero do aluno

Cddigo da disciplina

34 125
47 114
47 115
51 110
51 111
51 115
52 110
52 112
52 122
52 123
54 123
55 111
55 123
55 210
55 214
73 211
74 211
86 211
92 212
92 222
102 212
133 123
133 211
133 213
133 221

257 224
257 310
261 311
263 213
263 312
263 316
307 312
307 313
335 313
335 314
362 123
362 313
362 314
375 315
376 315
378 315
380 316
380 316
384 312
384 315
384 317
396 319
407 319
407 320
492 320
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3. Solucdo do Auto Teste

Grafos — NUmero cromatico

a. A matriz booleana do grafo, em que os vértices representam 0s exames e as arestas a ligagdo entre aqueles

que ndo podem ocorrer na mesma unidade tempo, € a seguinte:

G:corl
D:corl

A B C D EF G H I
A 1 1
B 111 111
C 1111
D 1
E 111 1 1
F 111 1
G
H 1
| 1 1
J 1 1 1

O processo iterativo para calcular o nimero cromatico € o seguinte:

Veértice | Adjacentes | Grau ‘ Vector ordenado | | Cor atribuida |
AL GE | 2 [E[B[clfli][A[1[D]e[r] [ Ecol |
B E,FIJ 4
C |AEFRG]| 4 Blc [F]i]Aa] 1 |[D]G|H]
D | H |1 [Flo [clali[D[c[H]
E A B,CFJ 5
F | B.CE | 3 lcly [Aa[r]Dp]6[H]
c | c [t} [G[ali[c[o[H]
H D 1
| B, J 2 [alt Jc|D|H]
i [ eei [ 3] [i]c]o[n]

O nimero cromatico do grafo é 3; sdo necessarios 3 dias, no minimo, para realizar os exames.

H:cor2

Estes agrupam-se nos trés subconjuntos {A, F, J} , {B, C, H} e {D, E, G ,1} (ver figura seguinte):
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Grafos — NUmero cromatico

b. O nlimero cromatico é 4.

Os subconjuntos sdo os seguintes :

n°1 ne2 n°3 n°4
A B C D
E F I
H G K
J M L

N @]

A figura seguinte mostra o grafo com as cores (padrdes) aplicadas:

¢. Matriz do grafo (ligacdo entre exames pedidos pelo mesmo aluno)

110 111 | 112 | 113 | 114 | 115 [ 121 | 122 | 123 | 125 | 210 | 211 [ 212 | 213 | 214 | 216 | 217 | 221 | 222 | 224 | 310 | 311 | 312 | 313 | 314 | 315 | 316 | 317 | 319 | 320 | 321

110 1 1 1 1 1 1

111 1 1 1 1 1 1 1

112 1 1 1 1

113 1 1 1

114 1

115 1 1 1

121 1 1 1

122 1 1 1 1 1

123 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

125 1 1 1 1

210 1 1 1

211 1 1 1 1

212 1 1 1

213 1 1 1 1 1 1 1

214 1 1 1

218 1

217 1 1 1

221 1 1 1 1 1

222 1

224 1

310 1

311 1 1 1 1

312 1 1 1 1 1

313 1 1 1

314 1 1

313 1 1

318 1 1

317 1 1

319 1

320 1

321 1 1
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Conjuntos de exxatmes que podem executar-se no mestno dia

Distribuicéo dos exames (uma solugao):

Dia n*1 Dia n?2 Dia n?3 Dia n?4 Dia n?h
115 110 111 112 211
121 113 122 210
123 114 212 213
125 214 I
216 27 3
222 221 7
224 310
1] Iz
JE 14
320 149
321

Ndmero minimo de dias =5
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